CO-FAKTOR UTVECKLING

n,n

Lemma 1. Om i matrisen A = (aij)w.:l alla tal i forsta rad utom det forsta dar
noll, so galler co-faktor utvekling for forsta raden, d.v.s. det(A) = ayrdet(Ay1), dar
Arr = (ai)i Ly

Bevis. Om vi betraktar definition av determinant, sa ser vi att alla produkter i sum-
man har ngon element fran forsta rad. Alltsa om den element &r inte a1, sadr den
noll (och da &r hela produkten noll). Sa géller det(A) = >  0(T)a11a2-(2) - - - Gpr(n)-
7,7(1)=1
Om vi nu for varje permutation 7 som borjas pa 1 infor en permutation 7/ av (n—1)
tal, genom att ta bort forsta tal, och minska varje tal i permutationen med ett, sa
ser vi att o(7) = o(7') och det(A) = 3" o(7")a11a2-(2) - - - Apr(n) = anndet(Ayr). O
7-/

Lemma 2. Om i en matris A alla tal i forsta rad dr lika med noll, utom ett, sa
galler co-faktor utveckling for forsta rad.

Bevis. Lat oss bevisa lemman med induktion i nummer av kolonn j i vilken i forsta
rad star ikke-noll talet. Basen ar j = 1, och det &r férra lemma. Om vi kan
bevisa for j = k, och vi vill visa det for j = k + 1, sa kan vi betrakta matris
B som man far frin A genom att byta plats pa kolonnerna k och (k + 1). Vi
vet att det(A) = —det(B). For B kan vi anvinda induktionens antagande, sa
det(B) = byg(—1)k1det(Byy). Nu By, = Ag(ri1), och big = aqp41) Savi ser att
d@t(A) = —al(k_H)(—1)k+1det(A1(k+1)) = al(k_,_l)(—1)k+2det(A1(k+1)), d.v.s. co-
faktor utvecklingen géller for A. Genom induktionprincipen lemman ar bevisat. [

Nu vi kan anvénda oss fran f6ljande egenskap hos determinanter:

a1 +b11 ... ain +bin ap ... Gin bii ... bin
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(Man kan inse det genom att skriva definition for vénstersida, éppna paranteser
och omgruppera summatermer.)
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Att visa att co-faktor utveckling géller alla rader kan man pa samma sétt pa vilket
vi visade Lemma 2.



