RELEVANTA DEFINITIONER

Beteckning 1. En méngd av vektorer {vy,...,v,} kallas ibland ett system av
vektorer och betéknas som {v;}7_, '

Definition 2. Vi siger att vektor u € V ar en linjdr kombination av vektorerna
n

{v;}j—; om det finns sidana tal a1,...a, att u=a1vi +... + a, vy (= X a;v;).
j=1

Detta betecknas u € span({vi,...,v,}), dar den linjara holjen span({vi,...,v,})
ar méngden av alla méjliga linjara kombinationer av vektorerna {v; };?:1.

Observation 3. Talen aq, ..., a, ar inte nédvanligt unika.
Observation 4. Om for {v;,,...,v; } C{vi,...,v,} gélleru € span({v;,,...,v;,})
sa géller ocksa u € span({vi,...,vp}).

Definition 5. Ett system av vektorer {vj};.‘:1 kallas linjdrt oberoende om varje
av vektorer v; kan inte skrivas som en linjar kombination av andra vektorer i
systemimet.

Ekvivalent till den &r foljande:

Definition 6. Ett system av vektorer {v;}7_, kallas linjirt oberoende om for alla
mojliga koefficienter {aj} likheten a1vy + ...+ apv, = 0 uppfylls endast om a; =
...=a, =0.

Definition 7. Ett system av vektorer {e;}7_; i ett vektorrum V som é&r linjéirt
oberoende, och har hela rummet V' som linjart hélje (dvs. V = span({e;...,e,}))
kallas en bas av vektorrummet V.

DEFINITION AV DIMENSION AV ETT VEKTORRUM

Sats 8. Om ett vektorrum V har tvd baser: B = {e;}’_, och B = {ex}!_,, si
bestar baserna av samma antal av vektorer, dvs. p = q.

Bevis. Vi ska rekursivt bygga upp en sekvens av baser B,, pa sadant satt att

(1) Bo = B;

(2) Vikan beteckna vektorer i B, och B,,,1 sa att B,,, = {f; ?:1’ B= {E}?}:l

och fér ngon k* € [1,p] géller f; = f;, d& j # k*;

(3) By, innehaller minst m vektorer fran B.
Vi borjar med By = B. Da vi pa steg m har skappat B,,, vi ser om det finns nagon
vektor i B som ir inte med i B,,. Ta den vektor som e*. Vi vet alltsa att e* € B
och e* € B,,.

Eftersom B,, &r en bas i V, vi kan hitta koefficienterna {O‘j}?:p sa att e* =

P
arfy + ...+ apf, = > o;f;. Betrakta alla f; som ingar i linjdr kombinationen med
j=1
ikke-noll koefficient (d.v.s. a; # 0). En del av sadana vektorer kan ingai B, men
inte alla, for att e* kan inte framstéllas som en linjar kombination av andra vektorer
iB (B &r en bas). Lat k* 4r nummer pa en vektor som har ikke-noll koefficient och
inte ingar i B (om det finns flera sddana vi tar vilken som helst).

1om ordningen av numreringen &r viktigt anvéinder man runda paranteser, s4 som med ma-
t . . A\n . A\n,m
riser: (v;)j_; som (as;); ;2.
1



Vi far nu B,,11 genom att ersétta fi» med e*. Det &r uppenbart att villkorna
(1),(2),(3) uppfylls, men vi maste kontrollera att B,,; &r en bas.
(1) Om inte By, &r linjért oberoende, da finns det sadana {;},_; att Bufy +
et ﬁpr = 0 och inte alla 3; &r noll.
(a) Om B = 058 Bify + ...+ Bpf, = Bifs + ... + B,f, = 0, vilket kan
inte hiinda da B,, &r en bas. B
(b) Om ﬁk* 75082010:ﬂlfl—‘r...—i—ﬂpfp:ﬁlfl—f-...—‘rﬁk*(alfl—‘r...—i-
apfy) + Bpfy. Efter vi 6ppnar paranteser i hogerled, ser vi att fj« ingar
med koefficienten Sk*ak* # 0, vilket kan inte héinda da B,, ar en bas.
Alltsa &r B, 1 1linjart oberoende.
(2) Betrakta x € V. Den kan skrivas som x = 21f; +...+z,f,. Menf; = fNJ for
j # k* och fj» = ai* (arfi 4.+ (—f) +. . +apfy). Sax € span({f;}i_,.

Eftersom z valdes godtyckligt fran V, betyder detta att span(B,,+1) = V.

Alltsa pa varje steg i var konstruktionen far vi en bas.

Vi kan inte ha mera &n q steg for att det finns bara ¢ vektorer i B. Men kon-
struktioner stannar pasteg m endast om det finns inga vektorer i B som #r inte
med i B,,. Det betyder att for den steg pa vilken vi stanar B C B,,. Om det finns
f; € B,, sadan att den &r inte &r i B, da fieV= spcm(@), vilket betyder att f; ar
en linjirt kombination av andra vektorer ur B,, (vilket kan inte hinda da B,, ar en
bas). Alltsa maste B = By, och da har de lika manga elementer, d.v.s. p=¢q. O

Satsen gor det mojligt for oss att infora foljande definitionen.

Definition 9. Antal av elementer i en bas av ett vektorrum V kallas dimension
av V och betecknas dim(V).

Pastaende 10. Ett system {uy,...,un} CV dr alltid linjirt beroende om m > dim(V).
Obs! Ett system kan vara linjért beroende till och med om m < dim(V).

Bevis med ett fel. Anta att systemmet U = {uy,...,u,,} ar linjart oberoende. Om

inte span(U) =V, det finns u,, 1 € V, sadan att u,,; ar inte linjar kombination

av U. Betrakta Uy = UU {u;,41}-

Om U, é&r linjért beroende da det finns {«; };":il sadana att aqjuq +. ..+, +
Om4+1Um+1 = 0 och inte alla a; &r noll.

(1) Om appy1 = 0da cqug + ... + apu,, =0, sda; = ... = a,, = 0, {Or att
U &r en bas. Alltsa a1 = ... = ay = e = 0, vilket ar inte valet av

1

{a; y 4t
(2) Om apmy1 #0da g1 = Q_'n?;»ll u+...+ (;jl”l Wy, d.V.S. Wy 8r en linjér

kombination av vektorerna ur U, vilket var inte valet av u,,41.

Sa U; ar linjart oberoende.

Fortsétt sa. Da vi stannar ar Uy, linjart oberoende och span(U) = V. Alltsa ar
Uy en bas.

Nu, & ena hand har Uy, exakt dim (V) elemeter for att den &r en bas i V. Aandra
hand har vi fatt Uy genom att lagga nagra elementer till U. Sa

dim(V) <m <m+k=dim(V)(?)

Det bevisar att systemmet U ar linjart beroende. [

Ovning. Hitta felet och gor ett riktigt bevis. Tips: Man kan fixa en bas i V'
och gora som i beviset av Satsen 8.



