MATEMATIK

Chalmers tekniska hégskola och Goteborgs universitet

Tentamen i Matematisk analys, fortséittning F, TMA976, 28/3 2008, 14.00-18.00
Inga hjilpmedel, forutom penna och linjal, dr tillitna, ej heller riknedosa.

Telefonvakt: David Heintz, 0762-721860.

Besokstider: ca 15.00 och 17.00

OBS: Ange linje samt personnummer och namn pa omslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inlimnat blad.
Motivera dina svar vil. Det dr i huvudsak berdkningarna och
motiveringarna som ger poing, inte svaret. Skriv tydligt.
For godkint krivs minst 24 poidng sammanlagt.

1. Los differentialekvationen

y" +y=2z’sinz.

(7p)
2. (a) Utveckla y/cosz i potenser av z med resttermen O(z%).
(4p)
(b) Berikna
1
lim z=-7.
z—1
(4p)
3. Avgoér om foljande serier konvergerar eller divergerar
(a) .
NP
n=2 (Inn)nn
(3p)
(b) )
. nmyo
Dl sm(7) sm(a)
(4p)
4. Séatt
x2n
fn(.'L') = m, S ]R, n = 1,2,3,...

Bestém alla intervall [a, b] dir a < b sadana att funktionsfoljden { f,(z)}>2; konvergerar
likformigt pa [a, b].

(7p)



5. Ur en jittehog med godispaskégg tar Lisa och Lasse dgg. De startar bada med noll dgg
och tar varannan gang. Lisa tar forst ett 4gg och sedan tar Lasse tva dgg. De fortsétter
sedan att ta dgg enligt formeln.

e Lisa tar tre ganger sd manga dgg som Lasse totalt tagit plus lika manga dgg som
hon tog forra gangen,

e Lasse tar tva ganger sd manga dgg som Lisa totalt tagit.

Hur manga dgg har Lasse tagit da han tagit 4gg n ganger.

(7p)
6. Los differentialekvationen
y' =y,
y(1) = -2,¢'(1) =2.
(8p)
7. Bevisa satsen om potensseriers konvergens.
(8p)
8. Antag att a1 > as > ... > ap > apq1 > .... Visa att om X2 ;a, konvergerar s géller
lim na, = 0. (1)

n—oo

Visa att (1) dr ett nddvindigt men inte tillrdckligt villkor for att 92, a,, ska konvergera.

(8p)

Information om nér tentan dr fardigrattad och tid f6r visning av tentan hos foreldsaren
kommer att limnas pa kurshemsidan. Nar resultaten &r registrerade i Ladok kommer ett
e-brev.
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1. Los differentialekvationen

17 2

Yy +y=2x"sinz.

Losning: Karakteristiska polynomet

1 3. 1 3.

P+l=r+1)Fr2-r+1)= (r+1)(r——+£z)(r———£z)

2 2 2 2

ger homogenl6sningen
e 3 e 3
yn(z) = Ae™" + Be?2 cos(gac) + Ce2 sin(%x).

En partikuldrlésning y,(z) kan fas som Im[z,(z)] dér z,(z) dr en partikuldrlésning till

lel_i_z:a;_

Qez’m_
Ansiitt z,(z) = u(z)e®. Férskjutningsregeln ger ger
e[(D 4 14)3 + 1u(z) = [D? + 1](u(z)e™®) = 22,

Vi far [(D +14)% + 1u(z) = 22, dvs [D® + 3iD? — 3D — i + 1ju(z) = z°.
Ansiitt u(z) = Ex? + Fr + G. Inséittning i differentialekvationen ger
3i-2E — 3(2Ez + F) + (1 —i)(Ex* + Fz + G) = 22,

dst:%+%z’,F:3i octh—%—l—%z'. Detta ger

1 1, . 3 9.,
yp(x) = Im[(§ + 51):162 + Jiz + (—5 + Ez))em] =

1, 9 1, 3. .
—(2:1: +3w+2)cosx+(2w —2)smw.

Den allméinna 16sningen till den ursprungliga differentialekvationen ges av

y(z) = yn(z) + yp(z).

Svar:

P x 1 1
y(z) = Ae ™ + Be: cos(?a:) + Ce>2 sin(?w) + (511:2 +3z+ g) cos T + (5332 - g) sinz.



2.

(a)

Utveckla /cos = i potenser av z med resttermen O(z).

Losning: Kidnda utvecklingarna

1 1
cost=1- -2+ —z*+0(z%), -0

2 24
och ) .

JLH:1+?—§ﬁ+OmLt%O
ger

1 1 1
ez i Lt L oy - 11

1
=1- Zx2 - %:ﬁl + O(=%)
Svar: ) )
Veosz =1— 22 — —z* + 0(«%).
4 96
Berakna
lim xril
rz—1

Losning: Omskrivning ger

1

1
rz—1 = ez—-1 In

Y={z=14t, z— lommt— 0} = et {1+t
Maclaurinutvecklingen In(1 +¢) = ¢t 4+ O(t?) da t — 0 ger

. 1 . 1 . 1 2 .
lim z7=1 = lim e+ (F1) = Jim e ¢TOM) = Jjm ! 700 = e,
T—1 t—0 t—0 t—0

da exponentialfunktionen dr en kontinuerlig funktion.

Svar: .

lim z=-1T = e.
r—1

Kommentar: Ett alternativ till utvecklingen av In(1 + t) ovan #r att anvinda

I’'Hospitals regel pa limg_,q % vilket ger

. Inz ) %

lim =limZ =1

z—1lx —1 z—11
Avgor om E;‘LOZQW konvergerar.
Losning: Vi noterar att (Inn)"m = elnninlinn) — plnlnn) Di In(inn) dr en
vixande funktion som dr > 1 da n > e® och E?Lo:ln% konvergerar for p > 1 giller
att Z%O:QW konvergerar enligt jamforelsekriteriet.

Svar: Serien konvergerar



(b) Avgdr om X5, sin("F) sin(;2) konvergerar.

Losning: Vi ser att sin(%") &r lika 0 d& n = 2k, k positivt heltal, och lika med
(—1)¥~1 d& n = 2k — 1, k positivt heltal. Serien kan d& skrivas

w2 1 2
2%021 Sln(?) Sln(%) = Zz‘;l(—l)k 1 Sln(m).

Sétt ay = sin(ﬁ) for k =1,2,3,.... Serien blir d& $¢° , (—1)¥1ay. Eftersom
sinusfunktionen &r stringt vixande pa intervallet [0, ] och lim;_,qsinz = 0 géller
® a; >ag > ...a > agy1 > 0 for alla positiva heltal k& och
L] Hmk—)oo ar = 0.
Villkoren for att anvinda Leibniz konvergenskriterium #r uppfyllda och vi kan
konstatera att serien konvergerar.

Svar: Serien konvergerar

4. Satt
2n

fn(l'):m, .’,EE]R, ’1’1,:1,2,3,...

Bestam alla intervall [a, b] dir a < b sadana att funktionsfoljden (fy(z))52; konvergerar
likformigt pa [a, b].

Losning: Vi ser litt att funktionsfoljden (fy(z))52,; konvergerar punktvis mot funktio-
nen

|0 z#££1
f(x)—{% z ==l

for £ € R. Hér dr f en funktion som &r kontinuerlig fér alla z # £1 dér den &r diskontinu-
erlig. Enligt vilkint resultat f6ljer att om en funktionsfoljd av kontinuerliga funktioner
konvergerar likformigt pa ett intervall [a, b] maste &dven griansfunktionen vara kontinu-
erlig pa detta intervall. Detta innebér, da varje funktion fy(z) ovan ar kontinuerlig, att
om (fr(z))s2; konvergerar likformigt pa intervallet [a, b] kan detta varken innehalla —1
eller 1. For att nu visa att (f,(z))5, konvergerar likformigt pa alla intervall [a, b] som
inte innehdller nagon av punkterna +1 studerar vi funktinerna f,.

Det giller att

i _ 2n$2n—1 4n
"@) = e =)
och
o Jo) =0
vilket ger tabellen
T -1 0 1
flz|+ 0 - 0 + 0 -
@] 3 N0 2 5 N

Aterstar att visa att funktionsfoljden ovan konvergerar likformigt pa att intervall [a, b]
som inte innehaller nagon av punkterna £1. Vi har att betrakta tre fall:



a < b < —1: Har giller

b2n
nll)nolo;g[%}z |fn(z) — f(z)] = 11 oo 1+b4” =0
—1 < a <b< 1: For dylika intervall galler
2n b2n
Ao, e Vnle) = fle)) = Jiog max(a, ) =
1 < a < b: Hir giller
a2n
i, max |fn(z) = f(2)] = lim =g =0

Detta visar pastaendet ovan.

. Ur en jatteh6g med godispaskigg tar Lisa och Lasse dgg. De startar bada med noll dgg
och tar varannan ging. Lisa tar forst ett 4gg och sedan tar Lasse tva dgg. De fortsétter
sedan att ta dgg enligt formeln.

e Lisa tar tre ganger s manga dgg som Lasse totalt tagit plus lika manga 4gg som
hon tog forra gangen,

e Lasse tar tva ganger si manga 4gg som Lisa totalt tagit.

Hur manga dgg har Lasse tagit da han tagit 4gg n ganger.

Losning: Definiera a,, by, n =0,1,2,3, ... enligt féljande.
a, = totala antalet 4gg som Lisa har efter det att hon tagit exakt n ganger
b, = totala antalet 4gg som Lasse har efter det att han tagit exakt n ganger

Enligt texten ovan giller f6ljande:

( G,()ZO
CI,1:1
) an= 3bp—1+ (an—1 —ap—2) +an—1 n=2,3,4,...
bp=0
by =2
\ b =2an, +bp—1,n=2,3,4,...

Vi noterar att talfoljderna (a,)32; och (b,)5 ; dr vildefinerade och bestims genom
att man berdknar talen i ordningen ao, b2, as, bs,.... Vidare foljer att b,-sekvensen
satisfierar differensekvationen

bn+3—gbn+2+3bn+1—bn =0 n= 1,2,3,...

by =2
by =18
bs = 156.

Karakteristiska polynomet fér differensekvationen ges av

P(r)=7r3—9r% +3r — 1.



Via teckenstudium av funktionen P(r) fas att denna har exakt ett reellt nollstélle
r1 > 3+ 2v/2 samt tva ickereella nollstiillen T2,3 = pei‘”i dir p >0och 0 < w <7
(r1 = 8,6672, ro3 ~ 0,1664 & 0,29614). Den allménna l6sningen till differensekvationen
ovan ges av

b, = Arl + p"(B cos(nw) + C'sin(nw)), n =1,2,3,...

dir (givet 1, p och w) A, B och C bestdms av by, be och bs.
Svar: Se ovan

Kommentar: Beklagligtvis blev det vildigt trakiga siffror i uppgiften vilket gjorde det
omdjligt att bestimma konstanterna. Troliga orsaken till att problemet blev som det
blev dr att problemkonstruktoren sjilv &tit for manga paskigg.

. Los differentialekvationen
y' =y,
y(1) = -2,4'(1) = 2.

Losning: Differentialekvationen &r ickelinjér men ej separabel. Vi ser dock att

d y2
I — —_—
yy = dw( 5)
varfor vi far ,
d )
—_— —_—) = O’
dr (v 2 )

dvs det géller att
/ _VYY) o
y (z) 5 “
Villkoren y(1) = =2, ¢/(1) = 2 bestdmmer konstanten C' till 0. Differentialekvationen

y = % ar separabel och har l6sningen
1 1
—_—— = —I + _D
y(z) 2

Konstanten D bestims av villkoret y(1) = —2 till 0. Detta ger svaret nedan.

Svar: y(z) = —7
Kommentar: Alternativt kan man (som ofta sker i mekaniken) betrakta 3’ som en funk-
tion p(y) av y da differentialekvationen som hir inte explicit innehéller z. Det giller

att
V(@) = (@) = PO,

vilket insatt i differentialekvationen ger
Py) =y

som &dr en separabel differentialekvation i den oberoende variabeln y. Fortséttningen
blir som ovan.



7. Se kursboken [ELW]

8. Antag att a1 > ag > ... > a, > apt1 > .... Visa att om X2 ,a, konvergerar sa géller
lim na, = 0. (1)
n—0oQ

Visa att (1) dr ett nddvindigt men inte tillrdckligt villkor for att 92 ;a,, ska konvergera.

Losning: Att ¥0° , a, konvergerar medfor att lim,,_,, a, = 0 och alltsa géller att f6ljden
(an)32, &r en avtagande f6ljd av ickenegativa reella tal. Vi noterar att

0 < 2nag, = 2(9271 +ao, +...+ a%) < 2(ang1 +appo+ ... Fag,) <252 a — 0

WV
n termer

da n — oo eftersom 32° ;a, konvergerar. Dessutom géller

2n+1

0<(2n+ 1)agnpy1 < - 2nag, — 0

da n — oo. Detta ger

lim na, = 0.
n—0o0

Notera att med 1
b, = n=123,...
n ( 1) 1 ( 1)5 ) Ly Wy ’

géller limy, o, nb, = 0 men X5° b, divergerar enligt integralkriteriet.




