Komplex Matematisk Analys F2

MVEO025 (TMA252)

TENTAKIT
Datum Tenta | Losning | Svar
2000-01-10 X X
2001-01-11 X X
2001-10-24 X X
2002-01-16 X X
2002-08-21 X X
2003-08-20 X X
2003-10-22 X X
2004-01-14 X X
2004-08-18 X X
2004-10-20 X X
2005-01-12 X X
2005-08-17 X X
2005-10-19 X X
2006-01-10 X X
2006-08-23 X X

28 oktober 2006



MVEQ025/TMA253 (samt gamla kursen TMA252)
Matematik CTH
Tentamensskrivning i Komplex matematisk analys F/Kf
Datum: 2006-08-23, kl. 8.30 - 12.30.
Hjalpmedel: Endast formelblad som delas ut av tentamensvéadrna.
Telefonvakt: , tel. 0762-721860, bestker salen ca 9.30 och
11.30.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges krivningsomslaget.

1. Anvand z-transform for att I0sa di erensekvationen

8n+2 31 ¥28,=0; a=1; aa= L (6p)

2.(a) Berakna med hjalp av residykalkyl
Z1 dx
, m; az2R;a>0:

Utfér de nddvandiga uppskattningarna. (6p)
(b) Beraknaf'(0), dar f* = f'( ) ar Fouriertransformen av funktionen

1
f(x)=m; X2 R: (2p)

3. Givet ar funktionen )
ez
f =
Finn f :s singulariteter och avgor deras karaktar. (3p) Bestam deré forsta (icke-
noll) termerna i f :s Laurentutveckling i omradetjzj > 1. (5p)

4. Se nasta sida.
5. Se nasta sida.

6. Lat funktionen f vara analytisk i omradet D och antag att f har n olika noll-
stéllen z3;25;:::;2, i D med respektive multiplicitet my;my;:::;m,. Visa att det
nns en funktion g som ar analytisk i D och sadan att

f(2)=(z z)™(z z)™:::(z z))"™9(2); 8z 2 D:

Vad ska man lagga till i forutsattningarna for att kunna pasta att aven é ar ana-
lytisk i D? (5p)

7. Formulera och bevisa satsen om en analytisk funktions Taytatveckling (=
potensserieutveckling) kring en godtycklig punktz, (du kan ta for givet att man far
derivera/integrera potensserier termvis). (5p)

8. Formulera och bevisa algebrans fundamentalsats. (5p)



MVEO025 (F, nya kursen) 4. Avbilda konformt pa det 6vre halvplanet omradet
mellan cirklarna fj zj = 2gochfjz 1j=1g. (6p)

TMA253 (Kf, nya kursen) 4. Avbilda konformt pa det évre halvplanet om-
radet mellan cirklarna fj zj = 2g ochfjz 1j=1g. (6p)

TMA252 (F & Kf, gamla kursen) 4. Finn en funktion f = f(z) som &r
analytisk i det 6vre halvplanet och vars realdel au(x;y) = In(( x + 1)2 + y?). (6p)

MVEO25 (F, nya kursen) 5. Funktionen f &r analytisk i fz 2 C : jzj < 1g,
kontinuerligi fz2 C:jzj 1g, ochf (0)=0. Visa att serien

f(2)+ f(z)+ 4+ @)+ 11

ar konvergent. (7p)

TMA253 (Kf, nya kursen) 5. Ange en funktion f = f(z) sadan att f ar
analytiski Cn(fz:Rez 0; Imz=0g[f 1g[f ig), har dubbelpolii och vasentlig
singulariteti 1. Ange i vilka omraden man kan Laurentutvecklaf . (7p)

TMA252 (F & Kf, gamla kursen) 5. Ange en funktion f = f (z) saddan att
f ar analytisk i Cn(fz:Rez O0; Imz=0g[f 1g[f ig), har dubbelpol ii och
vasentlig singularitet i 1. Ange i vilka omraden man kan Laurentutvecklaf . (7p)

1IM
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MVEQ025/TMA253 (samt gamla kursen TMA252)
Matematik CTH
Tentamensskrivning i Komplex matematisk analys F/Kf
Datum: 2006-01-10, kI. 14.00 - 18.00.
Hjalpmedel: Endast formelblad som delas ut av tentamensvéadrna.
Telefonvakt: Johan Jansson/Peter Lindroth, tel. 0762-72860, bestker salen ca
15.00 och 17.00.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges krivningsomslaget.

1. Finn en funktion f = f(z) som &r analytisk i det 6vre halvplanet och vars
imaginardel arv(x;y) =In(( x 1)?+ y?). (6p)
2.(a) Berakna med hjalp av residykalkyl

1 xsinax

. mx; a2 R:

Utfér de nddvandiga uppskattningarna. (7p)
(b) Berakna Fouriertransformenf" = f( ) av funktionen

-— X . .
f(x)—m, X2 R: (2p)

3. Ange tva Laurentutvecklingar kring zo =  2i for funktionen

z
M@= 233
Redog6r noga for var de galler. (7p)
4. Se nasta sida.
5. Betrakta funktionen o
f(2)= e e’
- e7 ezi

Avgor for vilkka 2 C funktionen f &r analytisk i C. Motivera! (6p)

6. Harled formler 14 och 15 i Laplacetransformtabellen (Laplzetransformen av
sin och cos). Du far inte anvanda formler i tabellen vid harléningen, utan maste
anvanda de nitionen. (5p)

7. Formulera och bevisa Moreras sats. (5p)

8. Formulera och bevisa Rouchés sats. (5p)



MVEO025 (F, nya kursen) 4. Avbilda konformt p& enhetsskivan omradet i 6vre
halvplanet mellan realaxeln och den cirkel som gar genom pkierna 2 och 2, har
sin medelpunkt i det nedre halvplanet och bildar vinkel; med realaxeln. (6p)

TMA253 (Kf, nya kursen) 4. Avbilda konformt p& enhetsskivan omradet i
ovre halvplanet mellan realaxeln och den cirkel som gar gemopunkterna 2 och 2,
har sin medelpunkt i det nedre halvplanet och bildar vinkelz med realaxeln. (6p)

TMA252 (F & Kf, gamla kursen) 4. Berékna integralen
Z
dz o
5+37+5 " =fz2C:jzj=1q:

(Kurvan  genomlops ett varv moturs.). (6p)

1IM
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MVEQ025/TMA253 (samt gamla kursen TMA252)
Matematik CTH
Tentamensskrivning i Komplex matematisk analys F/Kf
Datum: 2005-10-19, kI. 14.00 - 18.00.
Hjalpmedel: Endast formelblad som delas ut av tentamensvéadrna.
Telefonvakt: Elin Gotmark, tel. 0762-721860, besoker saleca 15.00 och 17.00.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges mkrivningsomslaget.

1. L6s med hjalp av Laplacetransform begynnelsevardesprobiet

u% 2u%+2u=e! for t>0  (u= u(t);

(6p)
u@©=1; u40)=0:

2.(a) Berakna med hjalp av residykalkyl

1 cosax

. m X; a2 R:
Utfér de nddvandiga uppskattningarna. (7p)

(b) Berakna Fouriertransformenf" = f'( ) av funktionen

f(x) = X2 R: (2p)

62+

3. Bestam antalet nollstéllen till polynomet P(z) = z°+ 3z + 1 i cirkelringen
f1 < jzj < 2g. (3p) Gor sa mycket du kan for att ytterligare lokalisera roterna
(d.v.s. tala om vilka kvadranter, intervall etc de ligger i; du far anvanda bade reell
och komplex analys). (max 4p)

4. Se nasta sida.

5.Lat P(z)= 2"+ a, 12" '+ i+ ayz+ @y, a2 C;k=1;:::;n 1 Visa att
max=1 jP(z)] 1. (6p)
6. Funktionen f = f(z); f 6 O, ar analytisk i fO < jzj < 2g och uppfyller

f 1 =0 8n2N:
n

Vad ar det for typ av singularitet f hari 0? (5p)

7. Se nasta sida.

8. Formulera och bevisa satsen om en analytisk funktions Taytotveckling (=
potensserieutveckling) kring0 (du kan ta for givet att man far derivera/integrera
potensserier termvis). (5p)



MVEO025 (F, nya kursen) 4. Avbilda konformt pa 6vre halvplanet omradet

fz2C:jzj<2gnfz2C:Imz=0; 1 Rez< 2g: (7p)

MVEO025 (F, nya kursen) 7. Formulera och bevisa Schwarz lemma. (5p)

TMA253 (Kf, nya kursen) 4. Avbilda konformt pa évre halvplanet omradet
fz2C:jzj<2gnfz2C:Imz=0; 1 Rez<2g: (7p)
TMA253 (Kf, nya kursen) 7. Formulera och bevisa algebrans fundamental-
sats. (5p)
TMA252 (F & Kf, gamla kursen) 4. Ange tva Laurentutvecklingar kring
Zo = 1 for funktionen
f@)= oy
z2+1°
Redog6r noga for var de galler. (7p)
TMA252 (F & Kf, gamla kursen) 7. Formulera och bevisa algebrans funda-

mentalsats. (5p)

1IM
























LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 17 aug 2005 fm

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (2p) Antag

2C0S2z
1&) = 9a 1

[5e

dar v betecknar den positivt orienterade enhetscirkeln i z-planet. Angiv
endast svar!

Berakna integralen

Losning: Funtionen f(z) har enkla nollstélleni z = 0 och z = § +nf, n € Z,

och enkelpoler i z = i%. Notera att f(z) saknar nollstéllen och poler pa 7.
Enligt kind sats (sid 173) ar integralens virde I lika med 27i(N — P), dir
N ar antalet nollstéllen for f i enhetscirkelskivan rdknade med multiplicitet
och P ar antalet poler for f i enhetscirkelskivan ridknade med multiplicitet.
Alltsa ar I = 27i(3 — 2) = 27mi + SV AR.

2. (4p) Bestdm den sekvens (a,)3 _., som har Z-transformen

n=—oo

22

2246224+ 112+6

(Ledning: Om ¢ &r ett komplext tal skilt fran noll och b, = 0 for n < 0 och
b, = ¢" fér n > 0 sa har sekvensen (b,,) Z-transformen —*-.)

[e 9]
n=—0oo

Losning: Det galler att

z z
B+62+112+6  (2+1)(2+2)(z+3)

1



_1 _3
2 2 2

:z+1+z+2+z+3

varfor )
z

224622+ 112 +6

1 =z z 3 z
_§z+1+ z+2 2z+3
Ledningen ger nu for stora | z | att

2

z
234622411246
I n_—n ) n.—n _ S0 n,—n
= _izn:O(_l) z o+ 2271:0(_2) ‘2 EEHZO(_?)) <
=X n2 "
dar
1 3n+1
och

a, =0forn <0+ SVAR

3. (4p) Det reella talet a &r skilt fran noll. Berdkna

/ tan(z + ia)dz.
0

Losning: Det galler att

1e?* — 1

tanz = ——
e 1e27 +1
26 .
_e2iz+1_z

och

i 2 T 24e?
/0 e2i(z+ia) 1 1d:c = /0 iz | 2a dx

2T l 62(1
= | it
0 el + e a

2



Om C betecknar den positivt orienterade enhetscirkeln galler darfor enligt

residusatsen att
i 2i eedz
2i(z-+ia) dx = 2a
0 € +1 c 2(z + e%)

_J 27i(1-1)=0oma<0
N 2t om a > 0

Harav foljer att

/ tan(m—{—ia)d:v:{ g oma <0 «— SVAR
0 tmoma >0

4. (2.5p) Formulera och bevisa algebrans fundamentalsats.

5. (2.5p) Funktionen f(z) &r analytisk i omradet 0 <| z — z |< 7. Visa
att om funktionen | f(z) | 4r begrénsad i en punkterad omgivning av zy sa
finns en i omradet | z — 2z [< r konvergent potensserie Y - an(z — 2p)"
vars summa i punkten z # 2, ar lika med f(z).



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 12 jan 2005, f V

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (0.5p40.5p+1p+1p) Funktionen

224+1
25 —4224+2+6

fz) =

har en Laurentserieutveckling av typen Y >° jan(z —2)" + > > by(z —2)™"
i omradet |z —2|> 3.

a) Bestdm a, for n > 0. Ange endast svar!

b) Bestdm b;. Ange endast svar!

c¢) Bestdm b, for n > 2. Ange endast svar!

d)

Berakna
f'(2)
L

dar C ar den positivt orienterade cirkeln med centrum 0 och radie %
OBS: Motivera berakningen!

Lésning a) - ¢). Det géller att
12) 22 +1 22+ 1
Z: —
22 =422+ 246 (2+1)(2—2)(2=3)
_11 51 51
- 6z+1 3z-2 2z-3

Vi satter w = 2 — 2 och far

1 1 51 5 1

11
6wl +3w!

b}
—zw
3

1



—_

= (=2 + Y S+ (F1)TE ) (- )

Alltsa &r a) a, = 0, n > 0b) by = 1 och ¢) b, = (5 + (-=1)"7'3"72),
n>2.+ SVAR

Losning d). Kénda satser visar att integralens vérde dr lika med 277 x
(Antalet nollstéillen for f innanfor C' riknade med multiplicitet minus antalet
poler for f innanfér C riknade med multiplicitet) = 27i(2 — 1) = 27 «
SVAR

2. (3p) En Mdbiusavbildning w = f(z) avbildar punkterna —1, 0 och 1 pa
punkterna oo, 1, respektive 0. Bestdm det minimala avstandet mellan f(z;)

och f(z2) da z; och z dr diametralt motsatta punkter pa cirkel | z |= 3.

Lésning. Mobiusavbildningen uppfyller
w—01—-00 2—-10+1

w—00l1l—0 2+10-1

dvs )
—z
w=1z) = 1+2z
Om z = %eit och z, = —%e“, dar 0 <t < m, blir

2 —¢ft  24¢it

\f(Zl)—f(Zz) ‘:‘ 2+eit_2_eit




Y
ot 0o

T[4 — et |

dar likhet intraffar om ¢ = % SVAR : %.

3. (4p) Berikna
e 1
/ Ve o
o (14 22)2
Losnlng Om z =re dar r > 0 och —5 <t < 3 5 definieras log z = Inr + 1t,

22 = e2loB7 — Vet 5 och.f( z) = (zlilog)z Lat nu 0 <e<l<p, C,:z=pet,
0<t<mochn,:z=ce” 0<t<n. Funktionen f(z) har en pol av ordning
21 punkten z = 7 och &r analytisk utanfor {i}U{icke-positiva imaginéraxeln}.

Cauchys sats ger
p —€
/ f@ydz+ [ f(2)dz+ / f@yde+ [ f(2)dz
€ Cp —p —Ye

= 2miRes(f(2);1).
Har ar
Jalpim)
(p* —1)?

Ve(In 2 + )
| f(z)dz |< wwe

—e

| [ f(2)dz |<
Co

och

och genom att lata € — 0 och p — oo foljer att

/ooo f(z)dz + /_(;, f(z)dz = 2miRes(f(z2);1).

Vidare ar
/ fa dx—/ iv/| T | ln\x|+z7rdx
(14 22)?
:/ z\/:f(ln:zs—i-m)dJE
0 (14 22)?



och eftersom f(x) ar reell for z > 0 blir
© Vrlnz y
/0 mdm = 27Re Res(f(2);1).
Har ar )
d z2logz
dz (z +1)?

Res(f(2);4) =

2=t

N
Nl= =

1 1
= [—2(2 + 2')’325 log z + i(z +4) 2 logz + (2 +14) 2
22

..

och vi far

/Omm (r— 1)

T
(1+ 22)? v 8v/2

4. (2.5p) Funktionen f(z) &r analytisk i omradet 0 <| z — 2y |< r. Visa
att om | f(z) | &r begrénsad i en punkterad omgivning av zy sa finns en i
omradet | z — 2y |< r konvergent potensserie Y~  a,(z — 2p)" vars summa
i punkten z # 2o dr lika med f(z).

5. (2.5p) Den komplexvirda kontinuerliga funktionen f &r definierad i ett
Ooppet sammanhingande omrade D i komplexa talplanet. Vidare giller att

Lf(z)dz =0

for varje triangel v i D som omsluter ett omrade som helt ligger i D. Visa
att funktionen f ar analytisk.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 20 okt 2004, e

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (Ip+1p) a) Visa att funktionen u(z,y) = e*(x cos y—y sin y) ar harmonisk.
b) Bestdm ett harmoniskt konjugat till funktionen u(z,y). I del b) anges
endast svar.

Lésning: a) Det giller att
o*u N Pu
ox2 = oy?

0 o]
a—(em(x cosy —ysiny + cosy)) + a—(ew(—x siny — siny — ycosy)) =
€T Y

e®(xcosy —ysiny +cosy +cosy) + e*(—xzcosy —cosy —cosy + ysiny) = 0.

b) Antag att funktionen f(z) = u(z, y)+iv(z,y) ar analytisk, dar funktionen
v(w,y) ar reellvird. Da ar f'(2) = (v, y) + v, (z,y) = uy (v, y) — duy(x, y)
och vi far att

f'(z) = €*(xcosy — ysiny + cosy) — ie®(—x siny — siny — y cos y).

Alltsa ar
f'(z) = (z +1)€”, z reellt.

De hela funktionerna f’(z) och (z + 1)e* sammanfaller alltsa pa z-axeln
och ar darfor enligt kind sats lika. Det foljer att f(z) = ze* + C, dir C
ar en komplex konstant. Eftersom «(0,0) = 0 blir C = ¢E dir E ir en
reell konstant. Det foljer att v(z,y) =Im{e*(z + iy)(cosy + isiny) + iE} =
e*(xsiny +ycosy) + E + SVAR

2. (4p) Hur manga nollstillen riknade med multiplicitet har funktionen

g(2) = zcoshz +32° + 1



i omradet | z |< 17

Losning. Definiera f(z) = —32% da z € C. Pa enhetscirkeln | z |= 1 galler
att
| f(2) +9(2) |=| zcoshz+1 |<

1 1
2l e+ e [+1<S(le [ +] e +1=

1 1
5(6R8Z+6_Rez)+1§ 5(e+e‘1)+1<3=| fl2)].

Kom hir ihag att funktionen cosh z, x € R, ar jamn och vaxande for > 0.
Rouchés sats ger nu att g(z) och f(z) har lika manga nollstéllen riknade med
multiplicitet i omradet | z |< 1. Eftersom f(z) har tre nollstéllen riknade
med multiplicitet i omradet | z |< 1 géller samma sak for g(z).

3. (4p) Berékna integralen
©  xsinz
—————dx.
/_ e R
Losning. Det giller att

/°° rsinx dr — Z./"o e e
o TE B2 44 o T+ 52244

ty
/°° T COST p 0
———  dzr=0.
oo X+ 522+ 4
Satt .
ze
f2) = 22452244
dvs )
ZeZZ

M= wraETy



Omp>2o0chC,:z=pe’, 0<t<mochl,:z=uxz —p<z<p, siger
residusatsen att

/C e = 2milRes(f(2):20) + Res((2): ).

—Im 2z

Eftersom | e |= e ger en M L-skattning att

| o f(z)dz |< (= 4)/0(p2 — 1)7Tp —0da p— oo.
Alltsa ar o
f(z)dx = 2mi(Res(f(2);29) + Res(f(2);1))-
Har ar . _ 1
. ze' _
&““@ﬂ”:[@+%xﬁ+n4g%:_?2
och . i .
. ze _
Res(f(z);1) = [(22 TG = ce 1

Det foljer nu att .
| f@is =Tt e

och

*  zsinz T,

4. (1p+1p) Sekvensen a = (a,), uppfyller olikheten | a,, |< Mr{, n € N,
for lampliga positiva tal M och ry.

a) Definiera Z-transformen a av a (observera att @ = Z(a) med larobokens
beteckningar).

b) Sétt b = (ap41)5%,- Visa att

b(z) = za(z) — zay.

5. (3p) De reellvirda och kontinuerligt deriverbara funktionerna u(z,y) och
v(x,y) ar definierade i en domén D och uppfyller Cauchy-Riemanns ekva-
tioner i en punkt (zg,yo) som tillhér D. Visa att funktionen

f(z) = u(z,y) +iv(z, y)

ar en deriverbar funktion av z = x + 4y i punkten zy = xo + yo.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 18 augusti 2004, fm

OBS: Skrivtiden &r 3 timmar.

1. (2p) Utveckla funktionen

B 322 -922+4+4

fla) ===

i en Laurentserie i omradet i omradet | z — 4 |> 2. Angiv endast svar.

Losning: Vi har att

2 9,44 1
327 -2244 4 154 2O
z2—06 z2—06

och

T 11 1 i on—1
z—6 2-4-2 z2-41-% S (z-4)
Hirav foljer att

n—1

— SVAR

f(z) =3(z—4) +28—|—100§: TG

2. (4p) Berikna imaginirdelen av integralen

22 p
/C (22 4 m2)%sin 2 ?

dir C' &r den positivt orienterade rektangeln med hérn i punkterna 1 — 4,
1+44, —1+ 44 och —1 — 1.



Losning: Satt
2

f(z) = (2% + m2)2sinz’
Det giller att sinz = 0 om och endast om z = nm dir n &r ett heltal.
Eftersom

. z
lim — =1
z—0 8in z

ar
liII(l) f(z)=0
och funktionen f har en hivbar singularitet i origo. Punkterna nm dir n &r
ett nollskilt heltal ligger utanfér det omrade C inringar. Funktionen f har
poler av ordning 2 i punkterna +im. Punkten —im ligger utanfor det omrade
C inringar och punkten i7 ligger innanférfor det omréde C' inringar. Vidare
ar
d 22
R i) = lim —————
es(f(2);m) o dz (z +im)?sin z

2z(z +im)sinz — 22%sin z — 2%(z + im) cos 2

= lim
Z—im (2 +im)3sin? 2
1 cosh

Arsinh7  4rsinh? 7
Residusatsen visar nu att

/ 22 dz = 2 1 N cosh 7
z = 2mi(—
c (224 7?)2sinz 4rsinhm  4msinh®m

B 1 cosh
2sinh7m  2sinh?7’’

:i(

SVAR . 1 + coshm

" 2sinhnw 2sinh? 7

3. (1p+2p+1p) Funktionen
z
e? —1’

f(z) =

vars singularitet i origo &r hivbar, har en Maclaurintutveckling av typen
3 Bnzn. a) Bestim konvergensradien. b) Visa, att By = 1 och

n=0 n!
1 X/ nt1
B, = — By, n > 1.
s () Bz




c) Visa, att Bopy1 =0, n > 1.

Losning: a) Ekvationen e? = 1 har losningarna z = n2mi dir n ir ett god-
tyckligt heltal. De singuldra punkter till f(z) som ligger ndrmast origo &r
punkterna 427 med avstandet 27 till origo. Maclaurinseriens konvergen-
sradie dr darfor 27 «+— SVAR

b) Definiera f(0) = 1. Det giller att

2= (¢ —DJ(2)

och for | z |< 27 foljer nu att

B oo om oo Bk i
D IE >
m=1 k=0
Alltsa ar
1= B,
och
. k
0= Z K] for n > 2
m-+k=n
m>1,k>0

eller

n—1
1 n+1
= — O > 1.
B, - 15()( I )kaorn 1

c¢) Funktionen

B+iBn"—f() By~ +z_zcosh§
Pyt T TR T TS T Ssinh




dr jamn varfor

_ [d” zcosh %

= — 0 om n > 24r udda.
dz"231nh§]|z:0 om T = Sar ueea

4. (2p) Bestim Fouriertransformen till funktionen e~**, —oco < t < oo.

5. (3p) Formulera och bevisa Cauchys integralformel.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 14 januari 2004 fm

OBS: Skrivtiden &r 3 timmar.

1. (2p+2p) a) Bestdm en Mobiusavbildning w = T'(z) saddan att T(0) = —1,
T(1) = oo och T(co0) = 2. b) Utveckla funktionen T'(z) i en Laurentserie i
omréadet | z |> 1.

Losning: a) Vi har att

w+1 2—oo_z—Ooo—1
w—002+1 z—100—-0

dvs
w+l 2
3 21
Hirav foljer att
2 1
w="T(z)= s — SVAR
z—1
b) Det giller att
1 o0 n
T =32 ,a" om |al|<1.

Om | z |> 1 foljer darfor att

T(z) =2

1—21 1—21
=950y ]

— 24352 2"« SVAR

2. (4p) Bestdam antalet nollstéllen for polynomet p(z) = 28+ 6z + 10 i forsta
kvadranten.



Losning: Lat p vara ett positivt tal och betrakta den slutna kurvan 6 =
a+ B+, dar

2
&
I

z, 0<x

I
oy O

B(t) = pet, 0 <t

IN

och
Y(y) =iy, p=y>0.

Det #r tydligt att A, argp(z) = 0 eftersom p(z) &r ett strikt positivt tal om
z € a. Vidare &r

) ) 6 )
p(pezt) — p6661t(1 + _e—5zt + =

Alltsé saknar p(z) nollstéllen pa 5 om p &r tillrickligt stort och det foljer
att Agargp(z) = 65 = 37 om p stort. P& kurvan vy #r imaginirdelen av
p(z) strikt positiv utom i origo dér p(0) = 10. Polynomet p(z) saknar dérfor
nollstéllen pa v om p ér tillrsickligt stort. Vidare dr p(ip) = —p° + 10 + 6ip,
dér det for tillrickligt stora p géller att

6p
_p6+10 <0

och 6
P ~0
—p%+10
Det foljer att A, argp(z) = —m om p stort.
Argumentprincipen visar nu att p(z) har
stéllen i forsta kvadranten<— SV AR

L

5-(3m — m) = 1 stycken noll-

3. (2p) Berikna integralen

1

ez
d
/Cl-l-z2 “

dér C &r den positivt orienterade rektangeln med hornen +1 + . Angiv
endast svar.




Losning: Integranden
ez
f(Z) - 1 + 22

dr analytisk utanfor punkterna +i och 0. De tva forsta punkterna ligger
utanfor C. Om 0 <| z |< 1 géller att

z—k

flz) = ZZ‘;OFEZ‘;O(—D"?"

Y %(—1)" o

—k+2n=-1
k>0, n>0
1 1
= ...+z_1(1—§+§ — )t

Residusatsen visar nu att integralens vérde &r lika med 27 (sin1)i « SV AR

4. (2p) Antag R > 0 och 1at Cg beteckna halvcirkeln z = Re”, 0 < ¢ < 7.
Visa att

| e*dz |< .
Cr

5. (3p) Visa satsen om potensserieutveckling av en funktion som &r analytisk.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 22 oktober 2003, em v

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (1p+1p) a) Bestam en Mobiusavbildning w = T'(z) sadan att oo = T(0),
0 = T(i) och 1 = T(1). Angiv endast svar. b) Berdkna [ T?(z)dz dér y &r
den positivt orienterade enhetscirkeln. Angiv endast svar.

Losning: a) Det giller att

w—01-—00 z—11—-0

w—o01l—0 2z—-01—14

alltsd ar 1+ ,
= -2 SVAR
2 z
c) Det géller att
1 1 1
T2(2) = =(1 = 2%~ — =) = o+ -
()= g(1- 2 — )=t +

varfor
/ T%(2)dz = 2miRes(T2(2); 0) = 2mi « SV AR

v

2. (4p) Bestéim antalet enkla nollstillen fér polynomet p(z) = 2° + 2z — 7 i
omradet 1 <| z |< 2.

Losning: Sétt f(z) = —2° och g(2) = —2 + 7.
Pa cirkeln | z |= 2 géller att

[p(2) + f(2) |=l 2 = TI<| 2 | +7=9 <2 =[ f(2) |.



Rouchés sats medfor déarfor att p(z) och f(z) har lika méanga nollstéllen
innanfor cirkeln | z |= 2 riknade med multiplicitet. Funktionen f(z) har 5
nollstéllen riknade med multiplicitet innanfor cirkeln | z |= 2 varfor p(z) har
5 nollstéllen riknade med multiplicitet innanfér cirkeln | z |= 2.

P& cirkeln | z |= 1 géller att

[p(2) +9(2) |=| 2 [= 1 <6 <] —2+T[=[g(2) | .

Rouchés sats medfor darfor att p(z) och g(z) har lika manga nollstéllen in-
nanfor cirkeln | z |= 1 rdknade med multiplicitet. Funktionen g(z) saknar
nollstéllen innanfor cirkeln | z |= 1 varfér p(z) saknar nollstillen innanfor
cirkeln | z |= 1.

Fran ovanstéende drar vi slutsatsen att p(z) har 5 nollstallen riaknade med
multiplicitet i omradet 1 <| z |< 2. Det aterstar att visa att nollstillena &r
enkla. Om p(z) har ett nollstille av ordning storre &n ett &r detta ocksa ett
nollstille till p'(z) = 52* + 1. Om

P4+2z—7T=00ch5z*+1=0

foljer att
1
5,2 +z

dvs z = 3, ett komplext tal som ligger utanfor omradet 1 <| z [< 2. Hérav
foljer att polynomet p(z) har 5 enkla nollstillen i omradet 1 <| z [< 2 «
SVAR

3. (1p+3p) a) Berikna integralen

00 1
dx.
/o $4+1x

b) Beriikna integralen

Losning: a) Sétt




Observera att namnarens gradtal dr storre dn eller lika med tva plus téljarens
gradtal samt att f(z) # 0 d& = €R. Funktionen f har i 6vre halvplanet
endast singulariteter i punkterna

14 ~1+i

20 = och z; =
V) ' V2

och dessa &r enkla poler. Sats i boken ger nu

S| 1 foo 1
/ 7613::—/ .z
o z*+1 2ozt +1

1 1 1

1
5 W@I;)Res(f(z),zk) m(4z3’ + 42%)

' 2

b) Lat D vara C\ {z; Rez=0o0ch Imz <0}. Om z € D och z = re®, dir
r>0och —Z <t < 2L definieras log; z = Inr + it. Sétt

Cp:z:peit, 0<t<m

och

Residusatsen ger att

/Cﬁa+7 y f(2)dz = 2mi(Res(f(2); 20) + Res(f(2); z1))

dar .
1+

0 =
Ve

-1+

V2

och z; =



Hér ar !

z)dz Sﬁpnp+w—>0dép—>oo
41
p—

P

och 1
|/ f(z)dz|gm‘;5+f 5 0dae—0.
v — &

€

Harav foljer att

: f(z)dz + /: f(z)dx + d(p,e) = 2mi(Res(f(2); z0) + Res(f(2); 21))

dér §(p,e) — 0 da p — oo och € — 0. Alltsa &r

O In|z|+in < Ing iz T
S [ dx = 2mi(-4 + 21
/—oo zt+1 v o 1 ity

dvs

© Inz | LT, 20 321
2/0 x4+1dx+m/oo x4+1d1‘:2m(2—)(—— - —)
w2 1+ -1+
== +3 .

8(\/5 V2 )

Genom att identifiera realdelarna i vinster och hoger led foljer att

= -— A
$4+1x 7r16<—SVR

/000 Inz dr — — 0 V2

4. (2p) Antag att funktionen f ar analytisk och lat u = Re f och v =Im f .
Visa att funktionerna u och v uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer.

5. (3p) Funktionen g(s) &r analytisk i hela planet utom i &ndligt manga
punkter sq, ..., s, och
lim g(s) = 0.

§—0Q

Visa att funktionen
7(t) = 3 Res(g(s)e™s ), ¢ > 0
k=1

har Laplacetransformen g(s).



LOSNINGAR

Matematik CTH: TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 20 aug 2003 fm

Hjélpmedel: Formelblad.

0 2
n
Z 3 Zn?
n
n:13

Angiv endast svar.
b) Vilken summa har potensserien for | z |[< R. Angiv endast svar.

Losning: a) Eftersom

2 (g

— ! dan—
30T 3 g7 CA N T

foljer att R = 27. Serien konvergerar dérfor om | z |< 27.
b) Om | z |[< 1 giller att

I
=0 1—=z
och derivering ger
nZ" =
n;l (1—2)?
Deriveras relationen
[o¢]
Z nz" = - 2
— (1-2)
erhélls
s 1+ 2




Alltsa ar

— 2.n i

Z n°z" = 7(1 o
och genom att ersitta z med = erhalls

> n? 27z(27—|—z)

2. (4p) Antag a &dr en positiv konstant. Berdkna
© Inz
dz.
/o a? + 2

Losning: Om z = re”, dir r > 0 och —% < ¢ < 2% later vi f(z) =Inr +it.
Funktionen f(z) &r en gren av log z. Lat nu 0 < 5 <a<pochsittI',:z=
pett, 0 <t <, och~y, = 56”, 7w >t > 0. Residusatsen ger

r flz) f(z)
d SACIRR / da+ [ 2
e a2+ x? T r, a2+z2 + P a2 T v, 0% + 22
: flz) .
= 27rzRes(a2 et ia).
Vidare géller om € < 1 < p att
\ /(2) dz:|<7rln'0+ —0dap— o0
r, a2+ 22 p? —a?
och 1
|/ 5 2dz|<7r82n#+7r—>0das—>0
a+z a? — g2

Det foljer att

/00 Inz d$+/0 ln|x|—|—z'7rdac
0

a? + x2 —o  a%+ 1?2
: flz) . flia) T
! es(a2+z2,za) T CL(na+22)

och genom att identifiera realdelarna i vinster och hoger led blir

© Inzx T
——dr = —1
/0 a? + x2 T 2a na



3. (4p) Antag n &r ett icke-negativt heltal. Hur manga rétter har ekvationen
Z"e? = 6z + 3 1 omradet | z [< 17

Losning: Infor de hela funktionerna f(z) = 6z + 3 och g(z) = 2"e* — 6z — 3.
Pa cirkeln | z |= 1 géller att

| £(2) +9(2) |=| 2" |= e®*% < e = 2.718...

och
| f(z) [>6]2]|-3=3.

Alltsa &ar
| f(2) +9(2) |<| f(z) | om |z|=1.

Rouchés sats medfor nu att f och g har samma antal nollstéllen i | z |< 1
riknade med multiplicitet. Funktionen f har ett enkelt nollstille i punkten
—% och inga andra nollstéllen och vi drar slutsatsen att g har exakt ett enkelt
nollstille i | z |< 1. Ekvationen z"e* = 6z + 3 har darfor en rot i omradet
| z |< 1.

4. (2p+2p) Antag n € N och att P(z) = a[ljp_,(z — z) &r ett polynom av
graden n. a) Visa att

P'(Z) Z—Z_’l Z_Zn
P(z) = ‘ =2 |2 —+ ...+ m om z ¢ {ZI’ZQa'--aZn}'

b) Antag P'(z) = 0. Visa att det existerar icke-negativa tal A, ..., A\, med
summan 1 sddana att
Z = )\12’1 + ...+ )\nzn.

Losning: a) Derivering ger

P'(z) = ai Iz —2)

k=1 j#k



och

==z |?
och
"oz — 2z
Y75 =0
kzl\z 2 |
dvs . . .
2k
z - = —_— .
kgl|z—zk\2 ,92::1 z— 2z |2
Om vi definierar .
T
Y . R

J=1 |z—z;|?

Sa 4r Ay, ..., A\, positiva tal med summan 1 sadana att
Z = /\121 + ...+ )\nzn

Om z = 2, for ett visst k definieras A\, =1 och A; =0 om j # k och det
foljer att Ay, ..., A, icke-negativa tal med summan 1 sadana att

z2=MAz1+ . + A 2n.

5. (2p) Visa att en hel begrénsad funktion &r konstant.

6. (2p) Harled Fouriertransformen till funktionen e ",

7. (3p) Visa satsen om potensserieutveckling av en funktion som &r analytisk.





























































































