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I ovanstaende figur visas amplitudkaraktaristiken for ett tidsdiskret
filter med tva poler och tva nollstéllen. Filtret dr kausalt och stabilt
och har ett reellt impulssvar. Hur ser pol-nollstélleplaceringen ut for
filtret? Vélj bland alternativ (a)-(d) i figuren nedan. Symbolen ’x’
motsvarar en pol och o’ ett nollstélle. (3p)
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Bestam koefficienterna i fourierserieutvecklingen av den tidsdiskreta

signalen
—1— <_>
x[n] coS 5

(3p)
Antag att ett tidskontinuerligt LTI-system har ett reellt och kausalt
impulsvar h(t), med frekvenssvaret H(jw). En signal kan skrivas som
en summa av en jamn och en udda del. Beteckna impulssvarets jdmna
del med h.(t) och berdkna dess fouriertransform H,(jw). Visa att

He(jw) = Re{H (jw)}
dvs realdelen av systemets frekvenssvar. (4p)

Ett tidskontinuerligt system beskrivs av sambandet
§(t) + 3y(t) + 2y(t) = (t) + 0.5x(t)
dér z(t) &r insignal och y(t) utsignal. Antag att insignalen
w(t) =1—e 2

appliceras vid tiden ¢t = 0, da systemet befinner sig i vila. Bestdm
systemets utsignal y(t). (5p)

Nedanstaende figur visar impulssvaret till ett digitalt filter
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Impulse response h(n)
o
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Bestam filtrets amplitud- och fas-karaktéaristik, samt avgoér om filtret
har linjar fas. (5p)



3. Systemet i nedanstaende figur visar ett reglersystem, dar x(t) &r borvérdet
som regulatorn styr efter och y(t) &r processens métvérde.

X(s) Y(s)
+ PI(s) G(9)

F(s)

De olika delarna i systemet har foljande overféringsfunktioner:

PI(s)=K,+ K;/s

1
G(S):s—l—l
F(s) = -2

(a) Bestdm overforingsfunktionen Gy (s) fran X (s) till Y'(s). (Tips: infor
en hjalpsignal direkt efter summationen) (6p)

(b) Antag att x(t) varierar som
x(t) = sin(t) + 0.1sin(10¢)

Bestam den stationéra utsignalen y(¢) da K, = K; = 1. Visa forst att
systemet &r stabilt! Om du inte har fatt fram Gverforingsfunktionen i
(a) sa kan du anvinda

(4p)

4. Man onskar dimensionera ett analogt lagpassfilter med 3 dB grénsfrekvens
F. = 800 Hz. DC-forstarkningen skall vara 0 dB. Filtrets amplitudkarak-
taristik skall vara av Butterworth-typ:

1
H(jw)]? = ——
H(w) = 1%

(a) Bestéam filtrets gradtal N sa att amplitudkurvan |H (jw)| lutar 60 dB
per dekad (tio-dubbling) for w > 1. (2p)

(b) Bestam filtrets 6verforingsfunktion sa att ovanstaende specifikationer
uppfylls. Anvind N = 4 om inte (a) &r 16st. (7p)

(Normaliserat filter)

(c) Visa hur filtret kan realiseras genom att parallellkoppla 1:a och 2:a
ordningens block genom att ange (utan rdkningar) formen pa blockens
overforingsfunktioner. (1p)



5. Emil har fatt en svart lada som ségs innehalla ett digitalt filter (LTI-
system). Han far i uppgift att empiriskt bestdimma frekvenskaraktéristiken
hos filtret. Han applicerar déarfor en impuls z[n| = d§[n| som insignal och
samlar in N sampel av utsignalen y[n] = h[n], n =0,1,..., N —1. Den 6n-
skade frekvenskaraktaristiken fas sedan genom DFT av h[n|. For att fa en
uppfattning om kvaliteten pa uppskattningen ber Emil sin mer analytiskt
lagda van Emilia om hjalp. Hon studerar ett enkelt exempel for att vinna
insikt. Det sanna filtret antas ges av differensekvationen

yln] — ay[n — 1] = bzn]
Sedan stéller hon foljande fragor, som du skall svara pa:

(a) Bestdm det sanna filtrets frekvensfunktion H(e/*) och impulssvar h[n].

(1p)
(b) Berdkna DFT-koefficienterna H[k] av impulssvaret. (3p)
(c) Beriikna felet i den approximerade frekvensfunktionen, dvs
E(wy) = H(e™*) — H[K]
vid DFT-frekvenserna wy, k=0,1,..., N — 1. (2p)
(d) Bestdm hur manga sampel N som kréivs for att det maximala relativa
felet
max Ews)
we | H (ej“’k')
skall vara mindre dn 1%. Vad hénder om |a| — 17 (4p)
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(b)
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Losningsforslag/svar till Tentamen i
ESS 010 Signaler och System E3
22 december 2006

Spektret har en "dipp" vid w & 0.6 och en topp vid w ~ 2.5. Da bor
vi ha ett nollstéllepar nira e*7%6 och ett polpar nira e*/2°. Eftersom
polerna maste ligga innanfor enhetscirkeln véljer vi alternativ (b)!

Signalen bestar endast av en DC-niva och en grundton med wy = 7/3
och T' = 27 /wy = 6. Signalen ar dérfér given som en reell Fourier-
serie! For att uttrycka som en komplex Fourier-serie skriver vi om

som | | |
z[n] = —0.5¢77™/3 41 — 05673 = Z ajelteon

k

Alltsa ar a_; = a; = —0.5, ag = 1, medan 6vriga Fourier-koefficienter
ar noll.
Skriv impulssvaret som

h(t) + h(—t h(t) — h(—t

h(t) = ()+2 ( )+ ) 5 ( ):he(t)+ho(t)
dar h(t) + h(—t
he(t) _ ( )+2 <_ )

ér den jimna delen. Eftersom Fouriertransformen av h(—t) &r H(—jw) =

H(jw) far vi

H(jw) + H(jw)
2

H,(jw) = = Re{H (jw)}

Laplace-transformering av differential-ekvationen ger

s*Y (s) +3sY(s) +2Y(s) = sX(s) + 0.5X(s)



vilket ger att
s+ 0.5

Y(s) = ————
(s) s+ 3s+ 2
Insignalens transform &r (se tabell)

sa utsignalen ges av

s+0.5 s+0.5
Y(s) = — - 5
s(s2+3s+2) (s+0.5)(s2+3s+2)

Inverstransformera nu med hjalp av partialbraksuppdelning (hand-
paldggningsmetoden). Utnyttja forst att s* +3s+2 = (s + 1)(s + 2):

Y(s) — s+0.5 B 1
os(s+1D)(s+2) (s+1)(s+2)
_ 025 05 075 1 1

S 5+1_s+2_s—|—1+s—|—2
0.25_ 0.5 0.25

S 8+1+S+2

Inverstransformering ger nu den sékta utsignalen som

y(t) = (0.25 — 0.5e~" + 0.25¢*")u(t)
Enligt figuren ges impulssvaret av

hin] = 20[n — 1] — 0[n — 2] + 0.56[n — 4]

DTFT ger frekvensfunktionen

H (7)) = 277 — 7729 1 (.5¢74°
Vi soker amplitud- och faskaraktaristiken:

H(e7) = A(Q)el @

Amplitudkaraktéristiken far man enklast genom att utnyttja att | |2 =
HH for ett komplext tal H. Detta ger att

|H(e@)|? = (2677 — 792 4 0.5e774) (267 — 7% 4 (.5¢747)
= 5.25 —4cos§) — cos2C2 + 2 cos 32

sa att

A(Q) = v/5.25 — 4cos Q — cos 2Q + 2 cos 30

2



Faskaraktiristiken fas genom att dela upp H(e’?) i real- och ima-

ginérdel:
H(e’) = Hye(Q) + jHim ()
dar
H,o(Q2) = 2cos Q — cos 2 + 0.5 cos 412
och

Hipm(2) = —2sin 2 + sin 202 — 0.5 sin 442

Argumentet fas nu fran

arctan(?r’:((g)) , Hye(Q2) >0

H’Lm
g 41, He(Q) <0

Q) = Arg{H(e)} = {

arctan

Filtret har inte linjéar fas. Koefficienterna saknar symmetri!
(a) Infor variabeln Z(s) alldeles efter forsta summationen. Da fas
Z(s) = X(s)+ F(s)Y(s)
Dessutom har vi att
Y (s) = G(s)PI(s)Z(s)
Satt in uttrycket for Z(s), vilket ger
Y(s) = G(s)PI(s)[X(s)+ F(s)Y(s)]
Los ut Y(s):
_ G(s)PI(s)
1 —G(s)PI(s)F(s)

Den totala 6verforingsfunktionen &r alltsa

Y(s)

X(s)

_ G(s)PI(s)
1 —G(s)PI(s)F(s)

Giot (3 )

Med de givna G(s) och F(s) fas efter forenklingar

KpS+K[
s24+ (2K, + 1)s+ 2K,

Gtot(s) =

(b) Sétt nu K, = K; = 1 ovan:

s+ 1 1

Go P pr—
tor(5) s24+35s+2 s+2




Sinus in ger sinus ut. Stationéra utsignalen ges av
y(t) = Aysin(t + 1) + 0.1A,0sin(10t 4 Pyp)

dar
A = |Gtot<,j1)‘ ) o = Arg{Gtot(jl)}
A = |Giot(710)|, P10 = Arg{Gi(j10)}

Amplitud- och faskaraktaristiken ges av

Grot(jw)| = Arg{Gi(jw)} = — arctang

4+w?’
Vi far alltsa

y(t) = 0.45sin(¢ — 0.46) + 0.0098 sin(10¢ — 1.37)

For stora w ar

. 2
|H(jw)|* ~ AN

s& att

Detta betyder att varje pol ger 20 dB lutning per dekad. For 60 dB
lutning krévs alltsa N = 3.

Polerna till Butterworth-filtret &r jamt fordelade pa véanstra halvan av
en cirkel med radien w,. For N = 3 fas

jor/3 §37/3

_ . A /3
L= w3 py = w3 py = w et

Grénsfrekvensen ar w, = 27 F, = 16007. Overféringsfunktionen fas nu
som

K
H = ‘ '
(®) (5 + we) (s — wee?m/3) (s — w.e—I2m/3)
. K
(5t we) (8% — 2w, cos(2m/3)s + w?)

K
(s 4+ we) (8% + wes + w?)

DC-forstérkningen ér |H(0)| = |K|/w? =1, vilj K = w?.

Svar:

w3

Hs) = (s 4+ we)(s? —T— Wes + w?)




(c) Parallellkoppling innebér att utsignalen fas som summan av varje del-
block:
H(S) = Hl(S) + HQ(S)

Partialbraksuppdelning (ej nédvéandigt for podng pa uppgiften) ger att

We WeS

S+we 8§24+ wes+ w?

H(s) =

Realisera nu varje block enligt den kanoniska formen:

g,
g+
X(s) 1 1 N y(s)
+ 5 5 g+
I
—d

For Hi(s) anvinds bara en 1/s-burk med ay = by = w. och b; = 0.
For Ho(s) anvinds a; = w,, ag = w?, by = —w, och by = by = 0.

(a) Det sanna filtret (i Emilias exempel) har 6verforingsfunktionen
b
H(z)= ——
(2) 1—az™!
Invers Z-transform ger impulssvaret

h[n] = ba"u[n]

(b) Om h[n] observeras for n =0,1,..., N — 1 sa blir DFTn

N

H[k| = Z_ h[n)e 9"

dér wy = 27k/N, k=0,1,..., N — 1. Med h[n] = ba™ fas

—_

1 — (ae—ee)™

Hk] =0 2 (ae )" =b

1 —ae=3wk
(c) Det sokta felet blir
b 1 — (ae VY b(ae—iwn)N
Blwy) = __plo(eer™) blae™)
1 —ae 7wk 1 —ae 7wk 1 —ae 7wk



(d) Det relativa felet blir helt enkelt

E(wk) o ae—jwk N
H(ejwk> o ( )
sa att
‘ E(wk) :l |N
H (edon)

oberoende av wy. Forutsatt att |a| < 1 s& gar det relativa felet mot
noll d& N — oo. For att fa felet mindre &n 1% sa kréivs

2
logo(1/al)

T.ex. om |a] = 0.1 s& récker det med N > 2, men med |a| = 0.99
sd kravs N > 916. Da |a| — 1 sd behovs N — oo sampel for att fa
1% noggranhet. Fran detta enkla exempel drog Emilia slutsatsen att
noggranheten bestdms av hur snabbt impulssvaret gar mot noll, vilket
i sin tur beror pa var polerna &r. Om det finns fler poler sa ar det den
som &r narmast enhetscirkeln som styr!

lal¥ <0.01 = N >
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