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1. Låt  ( ) ( ) ( )( )32 2, 4cos 3 sin 4sin( )f x y x xy x y y= − + + − . 
 

a) Ange en ekvation för tangentplanet till ytan  ( )yxfz ,=   i punkten  ( )2 ,0, 1π . 
 

b) Visa att origo är en stationär punkt till  f  och bestäm dess karaktär. 
[ledning: Mclaurinutveckla!] 

 

 

 
 
(4p) 
 

 
(6p) 

 

2. Låt  2 2 ,u x y v xy= + =   och  ( ){ }, :x y x y xΩ = − < < . 
 

a) Visa att tillordningen  ( ) ( )vuyx ,, ֏   är lokalt bijektiv i varje punkt i  Ω . 
 

b) Lös problemet  ( )2 2 0x yxf y f x y f′ ′− + − = ,  ( ),x y Ω∈ .     [använd  u, v…] 

 

 
 

 
 

(2p) 
 

(4p) 

3. Beräkna volymen  ( )m K   av pyramiden  ( ){ }, , : 0 2K x y z z x y x y= ≤ ≤ − + − −  

utan att använda fomeln  " ( ) 1
3 basyta höjdm K = ⋅ "  

(du skall alltså verifiera att formeln stämmer för  K).  

  

 
 
 
(5p) 

 
4. 
 
 
 
 

 

Låt  ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
,  då  , 0,0

,

0        ,  då  , 0,0

x y xy
x y

f x y x y

x y

− ≠= +
 =

. 

 

Visa att  f   är  1C   men inte  2C   i origo  (ledning: beräkna  ( )0,0xyf ′′   och  ( )0,0yxf ′′ ). 

 

 

 
 

 
 
 

 

(9p) 
 

7p – 13p: 1 bonuspoäng;    14p – 20p: 2 bonuspoäng;    21p – 27p: 3 bonuspoäng;    28p – 30p: 4 bonuspoäng       BB 
                                                                                                                                                                                      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                                                                                                                  



Övningstenta i �ervariabelanalys F1
(mve035), 08-02-16

uppg. 1
f (x; y) = 4 cosx� 3xy +

�
sin
�
x+ y2

��3 � 4 sin �y2�.
a) f 0x (x; y) = �4 sinx� 3y + 3

�
sin
�
x+ y2

��2
cos
�
x+ y2

�
,

f 0y (x; y) = �3x+ 3
�
sin
�
x+ y2

��2
cos
�
x+ y2

�
2y � 8y cos

�
y2
�
.

Tangentplanet till ytan z = f (x; y) punkten
�
�
2 ; 0; f

�
�
2 ; 0
��
har ekvationen

z = f
�
�
2 ; 0
�
+ f 0x

�
�
2 ; 0
� �
x� �

2

�
+ f 0y

�
�
2 ; 0
�
(y � 0) =

= 1� 4
�
x� �

2

�
� 3�

2 y eller 8x+ 3�y + 2z = 2 + 4�.

b) Vi Mclaurinutvecklar t.o.m. ordningen 2:
4 cosx� 3xy � 4 sin

�
y2
�
+
�
sin
�
x+ y2

��3
=

= 4
�
1� x2

2 + x
3B1 (x)

�
� 3xy � 4

�
y2 + y3B2 (y)

�
+
�
x+ y2

�3
B3 (x; y) =

= 4� 2x2 � 3xy � 4y2 +
�p

x2 + y2
�3
B4 (x; y)

[ B::: är funktioner som är begränsade nära origo], Mclaurinpolynomets
entydighet ger f 0x (0; 0) = f

0
y (0; 0) = 0, dvs. origo är en stationär punkt,

och

8<:
f 00xx (0; 0) = �4
f 00xy (0; 0) = �3
f 00yy (1; 1) = �8

, den kvadratiska formen

Q (h; k) = f 00xx (0; 0)h
2 + 2f 00xy (0; 0)hk + f

00
xy (0; 0) k

2 =

= �4
�
h2 + 3

2hk + 2k
2
�
= �2

��
h+ 3k

4

�2
+ 23

16k
2
�
är negativt de�nit,

punkten (0; 0) är alltså en sträng lokal maximipunkt.

svar: a) 8x+ 3�y + 2z = 2 + 4� b) origo är en sträng lokal maximipunkt

uppg. 2
a)
�
u = x2 + y2

v = xy
,
d (u; v)

d (x; y)
=

���� u0x u0yv0x v
0
y

���� = ���� 2x 2y
y x

���� = 2 �x2 � y2� > 0
för alla (x; y) 2 
 = f(x; y) : jyj < xg. Eftersom u, v är C1 i 
 så ger
inversa funktionssatsen att tillordningen (x; y) 7! (u; v) är lokalt bijektiv
i varje punkt i 
.

b) Kedjeregeln ger
f 0x = f

0
uu

0
x + f

0
vv
0
x = 2xf

0
u + yf

0
v

f 0y = f
0
uu

0
y + f

0
vv
0
y = 2yf

0
u + xf

0
v

�
) xf 0x � yf 0y +

�
x2 � y2

�
f =

= 2
�
x2 � y2

�
f 0u +

�
x2 � y2

�
f = 0 )

x2 6=y2
f 0u = � 1

2f ) f (u; v) = g (v) e�
u
2 .

svar: f (x; y) = g (xy) e�
x2+y2

2 .
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uppg. 3
Området D : jx+ yj+ jx� yj � 2 är kvadraten jxj � 1; jyj � 1
[bestäm randen @D : jx+ yj+ jx� yj = 2 genom att räkna ut beloppen:
för �x < y < x är jx+ yj+ jx� yj = x+ y + x� y = 2x = 2, dvs. x = 1,
för �y < x < y är jx+ yj+ jy � xj = x+ y + y � x = 2y = 2, dvs. y = 1,
för x < y < �x är jx+ yj+ jy � xj = �x� y + y � x = �2x = 2, dvs. x = �1,
för y < x < �y är jx+ yj+ jx� yj = �x� y + x� y = �2y = 2, dvs. y = �1].
Volymen av K = f(x; y; z) : (x; y) 2 D; 0 � z � 2� jx+ yj � jx� yjg är
m (K) =

RR
D

(2� jx+ yj � jx� yj) dxdy =
symmetri

4
RR
D1

(2� jx+ yj � jx� yj) dxdy

där D1 = f(x; y) : �x � y � x � 1g (x � 0 där), alltså

m (K) = 4
RR
D1

(2� (x+ y)� (x� y)) dxdy = 4
1R
0

 
xR
�x
(2� 2x) dy

!
dx =

= 4
1R
0

(2� 2x)
�
2 [y]

y=x
y=0

�
dx = 8

1R
0

�
2x� 2x2

�
dx = 8

�
x2 � 2

3x
3
�1
0
= 8
3 = svar.

Alternativt fåsm(K) =
RRR
K

dxdydz = 4
2R
0

0@ZZ
Dz

dxdy

1A
| {z }
=m(Dz)=(1� z

2 )
2

dz = 4
2R
0

�
1� z

2

�2
dz =

= �8
3

h�
1� z

2

�3i2
0
= 8

3 .

ANM.: Du kunde även substituerat u = x+ y, v = x� y, området D blir då

D0 : juj+ jvj � 2 och m (K) =
RR
D0
(2� juj � jvj)

��� d(x;y)d(u;v)

��� dudv = [symmetri]

= 4 � 12
2R
0

�
2�uR
0

(2� u� v) dv
�
du = 2

2R
0

��
(2� u) v � 1

2v
2
�v=2�u
v=0

�
du =

= 2
2R
0

1
2 (2� u)

2
du = 1

3

h
(2� u)3

i2
0
= 8
3 .
�
d(x;y)
d(u;v) =

1
d(u;v)
d(x;y)

= 1
2

�

2



Pyramiden K

uppg. 4
f (0; 0) = 0 och f (x; y) = x3y�xy3

x2+y2 för (x; y) 6= (0; 0);

steg 1: vi visar att f är partiellt deriverbar i (0; 0):
f(x;0)�f(0;0)

x = 0�0
x = 0! 0 då x! 0, f(0;y)�f(0;0)y = 0�0

y ! 0 då y ! 0,
det visar att f 0x (0; 0) = f

0
y (0; 0) = 0.

steg 2: vi visar att f är C1 i origo: för (x; y) 6= (0; 0) är

f 0x (x; y) = y
(3x2�y2)(x2+y2)�(x3�xy2)2x

(x2+y2)2
= y x

4+4x2y2�y4
(x2+y2)2

,

f 0y (x; y) = x
(x2�3y2)(x2+y2)�(x2y�y3)2y

(x2+y2)2
= xx

4�4x2y2�y4
(x2+y2)2

, alltså

lim
(x;y)!(0;0)

f 0x (x; y) = 0 = f
0
x (0; 0) och lim

(x;y)!(0;0)
f 0y (x; y) = 0 = f

0
y (0; 0)

ty x4�4x2y2�y4
(x2+y2)2

är begränsad ( = cos4 '� 4 cos2 ' sin2 '� sin4 ' med polära
koordinater), det visar att f 0x (x; y) och f

0
y (x; y) är kontinuerliga i origo.

steg 3: vi visar att (f 0x)
0
y (0; 0) och

�
f 0y
�0
x
(0; 0) existerar (och är olika):

f 0x (0; y)� f 0x (0; 0)
y

=
�y � 0
y

= �1! �1 då y ! 0,

f 0y (x; 0)� f 0y (0; 0)
x

=
x� 0
x

= 1! 1 då x! 0, det visar att

(f 0x)
0
y (0; 0) = �1 6= 1 =

�
f 0y
�0
x
(0; 0).

steg 4: därmed är visat att f inte är C2 i origo (ty C2 =) f 00xy = f
00
yx). vsv

Anm: För (x; y) 6= (0; 0) är förstås f 00yx (x; y) = f 00xy (x; y)
�
=

x6+9x2y2(x2�y2)�y6

(x2+y2)3

�
(varför?); man kan naturligtvis även visa att f inte är C2 i origo genom att visa
att "f 00yx (x; y) saknar gränsvärde då (x; y)! (0; 0)", men vi slapp deriveringen.
F.ö. existerar även f 00xx (0; 0) = f

00
yy (0; 0) = 0.
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