Matematik CTH&GU

Ovningsskrivning i flervariabelanalys (MVE035), F1/TM, 2010-02-13

kl. 11.00-13.00 i V

Hjilpmedel: Inga, ¢j heller rdknedosa

Telefon: Bernhard Behrens, tel. 0768-681630

OBS: Tentan rittas anonymt. Skriv tentamenskoden péa samtliga inldmnade papper.
Fyll 1 omslaget ordentligt.

1. Los problemet yf, —x f) = 4xysinh(x2 —yz), f(x,x)= sinh(2x2), x>0,y>0

enom att infora nya variabler # och v givnaav u = x> +y*, v=x* — 7.
y Yy y

Motivera dven varfor u och v duger som nya variabler.

2. Bestdm alla stationdra punkter och deras karaktir till
f(x,y) =arctan (x + y) —arctan x —arctan y .

3. Berikna volymen av kroppen

2(x2+y2])-
: :{(X’y’z)ixz +y? < I, 1-cos(x? +)?) szscosh(wj}.

Vi

5
xy .
da (x,y)#(0,0
4. Lat f(x,y)=4x>+)° (o) #( )

0 da (x,y)=(0,0)

Visa att f ir differentierbar men inte C' i origo.

5. a) Definiera “positivt definit kvadratisk form i R’”.
b) Definiera “riktningsderivatan av f'1 punkten a i riktningen v”.

7p — 13p: 1 bonuspoing
14p — 20p: 2 bonuspodng
21p —27p: 3 bonuspoing
28p — 30p: 4 bonuspoing
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uppg. 1

Transfomationen T : (]RQ) — %RQ v =a?—y? dr O och i varje punkt
x,y) — (u,v - -

(z,y) € D ={(z,y);z > 0,y > 0} gller

{um2+y2

I /
dT _lup | | 2z 2y _ . .
o (xy) = o o | T e 2| T 8y # 0, inversa funktionssatsen

ger att T lokalt i varje punkt (z,y) € D #r bijektiv. dvs. w,v dyger som nya
variabler. Kedjeregeln ger
fglg: ;ug+ {)v/IZQxf{L+2If; / r_ ;L : 2 2
£y = fidy + il = 2yfl — 2gf), § 7 Ve fy = doyfy = daysinh (2% =)
:;Zo fr = sinhv med den allménna lésningen f (u,v) = coshv + g (u)
zy
(9 en godtycklig C'—funktion), alltsé f (z,y) = cosh (22 — y?) + g (z + y?).

Fory=axskall f(z,2)=1+g (2x2) L sinh (2x2), det ger g (t) = sinh (¢) — 1.

svar: f (z,y) = cosh (z? — y?) + sinh (2% + y?) — 1|

uppg. 2

f (z,y) = arctan (xz + y) arctan & — arctan y dr C'°°, stationédra punkter:

fi= e — =0
T 14 (aty)® 14z T 11 9 o
f’—ﬁ_ 1 __—0 — 1+12—71+y2:>1'—y.

y 1+(z+y)2 T+y2 — subtrahera

. e £ _ 1 1 _3z2 o -
fall 1: o = Y: f;r (z,x) — 1+4z2 ~ 1422 — (1+422)(1+=z2) — 0 = =0

fall 2: @ = —y: fl(z,—2z)=1— H-% = 1327 =0 = x =0, origo &r alltsa
den enda stationira punkten. Dess typ kan inte avgoras med vart kriterium ty
alla andragrads derivator &r 0 i origo (rdkna ut dem eller titta pad McLaurin-
utvecklingen: arctant =t + t3B (t), alltsd f (z,y) = 2 +y — . — y + ...(termer
av ordning > 3)), den kvadratiska formen &r alltsd bara semidefinit. Men om vi
studerar f lings linjen y = x sa ser vi att origo dr en sadelpunkt, ty

g (x) = f(x,z) = arctan (2z) — 2arctan (z) dr udda och striingt avtagande

(¢ (z) = 1+im2 — 1+2x2 = (1+4;26)’Ei+m2) < 0 for x # 0), alltsa

f(=z,—z) > f(0,0)=0> f(z,z) for z > 0, det ger att det i varje omgivning
Us (0,0) : 22 +y2 < 62 (§ > 0) till origo finns punkter, t.ex. (’7‘;, %5) och (%, %)
med f (52, 52) > £(0,0) och f(§,3) < f(0,0).

svar: ’ (0,0), sadelpunkt ‘




uppg. 3

Lat D = {(z,y) : 2® + y*> < %} och

K = {(m,y,z) : (z,y) € D,1 —cos (22 + y?) < z < cosh <2(m2+:2)7r

ANM: K #r den punktméngd i R? som begrinsas nedat av z = 1—cos (332 + y2)
och uppat av z = cosh <2(z2+:)ﬂ> ; K &r den rotationskropp som uppstar da

omréadet @ C R? mellan y = 1 — cos (2%) och y = cosh (MT*”), lz] < /%,

e

2 2 —r
roterar kring y—axeln (0 < 1 — cos (x2 + y2) <1 < cosh (W) ):

K:s volym ar m (K) =
= [/ | cosh (W) — (1 —cos (22 + y2))> dxdy =[polédra koordinater]

2 2

VE . , B
= J of (cosh (TT) — 1+ cos (7" )) rdrdo =
B

sinh (2727_”) — 4 lgin (rz)][\)/g =7 (msinh1 — 7+ 2).

(7rsinh1+277r)‘

uppg. 4

£(0,0) =0 och f (z,y) = % da (z,y) # (0,0). Forst visar vi att f &r par-
. . — {=0-/0.0 f<00)—u—0—>0da:n—>0
tiellt deriverbar i origo: f(0,0) = 0, f(, y) f(O 0 _ OTO —0-0diy—0

visar att f dr partiellt deriverbar i origo med [ (0,0) = f, (0,0) = 0. For

(z,y) # (0,0) & f. (z,y) = (?ﬁjfy_)% ) _ y(w(iya;) och (t.ex.) fr (0,y) = %

gar inte mot f7 (0,0) = 0 da (0,y) — (0,0), det ger att f/ inte dr C, alltsa att f

NIE

Vh+k?
ty p(h,0) = p(O k) = 0 och for

hk5

:WgarmotOda(hk)e(

0),
inte ir C!, i origo. Det relativa felet p (h, k) = FOHhO+E) (£ 0.0+ OLO+1, OOk) _
0)

— K? 2 6
hk £ 0 0 < |p(h k)| < ‘Mwh2+k2 = s < g (W2 RS > 20k ty
(h— k:3) > 0], instingningslagen ger pastaendet; eller( k%lm( )p (h, k) =[pol.

3
_ T~ COS 5111
koord.|= hrr(l)icos2 o st

ty h # 0). Det visar att f &ér differentierbar i origo. vsv

= 0 ty cos? p+rsin <p>0foralla<p,7’>0(|<p|7é z



Sa ser ytan z = f(x,y) ut:

ANM (teoriuppgift 5):

a) En positivt definit kvadratisk form i R? #r en avbildning @ : R?* — R3,
(z,y,2) — Az? + By? + C2? + Day + Fxz + Fyz (A,B,C,D,E,F € R)
sddan att Q (z,y,2) > 0 for alla (0,0,0) # (z,y,z) € R3.

b) Riktningsderivatan av f : R™ — R i punkten a i riktningen v ar
fi(a) = }ir%w dér a &r inre punkt i Dy och v € R” med |v| =1

(om grinsvirdet existerar).
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