MATEMATIK Ovningstenta for MVE035 F/TM

Chalmers

Tid: 2011-02-12, k1 08.30 - 10.30

Hjilpmedel: Inga, ej heller minirédknare.
Telefonvakt: Hossein Raufi, tel 0703-088304.

Skriv tentamenskoden pa varje inlimnat blad.
Grénser for bonuspoéng (bp):

7-13 podng ger 1 bp, 14-20 poing ger 2 bp, 21-27 poing ger 3 bp, 28-30 poing ger 4 bp.

1. a) Funktionen

fla,y) = f_‘i/ (zy < 1)

har tva stationdra punkter - vilka?

b) Avgor punkternas karaktérer (lokalt minimum /maximum, sadelpunkt).

c¢) Berikna riktningsderivatan av f i origo, tagen i riktning mot punkten
(3,4).

2. a) Anvénd koordinatbytet
(u,v) = (z, =22 + 3y?)

for att transformera och dérefter bestimma allménna losningen till
den partiella differentialekvationen

0z 0z
Yo + xzfy =2y (x> |y])

b) Bestédm linjariseringen av funktionen
fa,y) = (¢, —22° + 3y%)

i punkten (z,y) = (—1,1).

//D(ac3 +y) dxdy

dér D ar triangeln med hérn i (0,1), (1,1) och (1,0).

3. Berakna

4. Betrakta funktionen

f(x,y)—{ TYE da (2, y) ? (0,0)

0 da(z,y)

a) Undersok om f &r differentierbar i (0, 0).
b) Berikna f; (0,0) och f;.(0,0).

Lycka till!
/Lennart

(3p)

(6p)

(3p)

(3p)
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Losningar till 6vningstenta f6r MVE035 F/TM 2011-02-12.

1. a) Vi berdknar de partiella derivatorna:

_l-aytyle—y) 11—y

fz(2,9) (1— zy)2 T (- xy)?
, -y taz—y) 22 —1
fy(mvy) = (1—ay)? - (1 —zy)?

De stationiira punkterna uppfyller alltsa z° = y® = 1, och eftersom val av samma
tecken pa x och y ger zy = 1, sd aterstar punkterna (1, —1) och (—1,1).

b) For att avgora punkternas karaktéirer, behover vi bestimma den kvadratiska form
Q(h, k) som approximerar differensen for sma (h, k):

Flarthbo+ k) = £(a,0) = QUh, k) = L (Fra(a, B + 272, (a, bk + f (0, BR?)

dér (a,b) &r en stationdr punkt. Vi deriverar vidare:

"o 2y(1 — y2) " _ 2(xz —y) 7 _ 233(552 -1

fxac_ (1_xy)3 ’ fﬂcy(mvy)_ (1_1:y)33 fyy(m7y)_ (1—CCy)3
I bada de stationdra punkterna &r fi, = f,, = 0, medan f/,(1,—1) = % och
+y(=1,1) = —1. Den kvadratiska formen blir dirmed Q(h,k) = hk respektive

Q(h,k) = —hk. Bada dessa har olika tecken i (h,k) = (1,1) och (h,k) = (1,—1)
och ir alltsa indefinita, vilket betyder att bada stationiira punkterna ér sadelpunk-
ter.

¢) Med enhetsvektorn v = 1(3,4) ér den aktuella riktningsderivatan

[N

f6(0,0) = VF(0,0) = £(3,4)- (1, ~1) = — .

2. a) Med z(z,y) = Z(u,v) och utnyttjande kedjeregeln far vi:

0: 030w 0300 05 | 03 o
or Oudx Ovdxr Ou ov
0: _ozou ozov oz 0:
dy Oudy Ovdy Ou ov
Hogerledet i var PDE blir

o(Z 11 Z o) 1oL o) =02

ou ov v ou
och efter strykning av faktorn y har vi en ny PDE:
o _
ou

med allménna 16sningen Z(u,v) = %3 + g(v), dir g dr en godtycklig C'-funktion av
en variabel. I ursprungliga koordinater: z(z,y) = % + g(—22% + 352).

b) Den lokala linjariseringen av fi (—1,1) &r L(z,y) = f(—1,1)+f'(-1,1) [ Z: i_ i } .
Vi behover alltsa funktionalmatrisen (med u och v som i (a)):

ren=[4 $]-[ 4 4]

v vy | 6y
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Inséttning av (z,y) = (—1,1) ger nu
x -1 1 0 z+1
i R R R ey

3. Triangeln begrénsas av linjerna ¢ +y =1, = 1 och y = 1. Om vi t. ex. viljer att
integrera i x-led forst (andra ordningen gar ocksa bra), ser den upprepade integrationen
ut sa hir:

1 1 1 2 =1
//(m3+y)dmdy:/ dy/ (ac3+y)dx:/ dy[z—kxy] =
D 0 1-y 1—y z=1-y

:/01(i‘ky—%—(l—y)y)dy:/ol(i_%_’_f)dy:

RN 3
:[%+(120y) +y§]i ;

15°

4. a) Eftersom f dr konstant noll pa koordinataxlarna, sd maste gilla att f(0,0) =
Déirmed &r f(0+ h,04+k)=0+4+0-h+0-k+ Vh%+ k?p(h, k), varmed
relativa felet ges av
f(h,k) K%k + 2hk®

p(h, k) = M2 + k2 (h2+k2)%

Med r = v/h? + k? vet vi att |h| < r och |k| < r, s&

3 3 4
k| —:32|hk: ot

(. )] < s
vilket visar att p(h, k) — 0 da (h, k) — (0,0). Detta innebér att f dr differentierbar
i (0,0).

b) Fér att bestimma andraderivatorna i (0, 0) riicker det att kinna till f, pa y-axeln
och f, pd x-axeln. De #r faktiskt littare att berikna med definitionen #n med

deriveringsregler:
/ o fy) —fOy) Ry 2y
_ 3 2
fy(@,0) = lim fek) = f(2,0) _ &+ 2087
—

k k—0 x2 + k2
Detta ger de blandade derivatorna pa varsin koordinataxel: f,, (0,y) = 2, f;,(z,0) =
1. D4 ér speciellt f,(0,0) =2, f,7.(0,0) = 1. (Funktionen kan alltsa inte vara C* i

origo, da dessa derivator skulle varit lika!)
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