Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 29/8 2001, kl. 8.45-12.45.

Hjalpmedel: Beta, Standard Math. Tables. Typgodkind raknedosa.
Telefon: Richards Grzibovski, tel 0740-45 90 22.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

1. Taylorutveckla funktionen

f(z,y) =sin(z — y)\/1+z + 2y —cos(z +y) In(1 + z — y)

kring origo med termer t.o.m. andra graden. Visa att har f en stationdr punkt i origo och
avgor dess karaktar. (7p)

2. Berdkna arean av ytan (en torus)

z = (a+ bcos p) cos b,

y = (a+ bcosp)sinb, 0<0<27m 0<p<2m,
z = bsin p,
dér a och b dr konstanter, 0 < b < a. (8p)
3. Bestim maximum av z — 2y + 5z, dd 2 + 2y? + 1z + yz + 22 = 1. (7p)

4. Berdkna [, F -dr, da

F = (zy?2* 4 zy, 22y2t, 20%9%23 — y2),

och C ir skirningen mellan ytorna z? +y2 +z = 1 och 2z +y + z = 1. Kurvans projektion pa
zy-planet dr positivt orienterad. (8p)

5. Berdkna [[,,F-NdS, d& Y &r begransningsytan till tetraedern med horn i (0,0,0), (2,0,0),
(1,2,0) och (1,1,3) (normalriktning utat) och F = (y2, yz, z?). (8p)

6. Los differentialekvationen

0%u 0%u 0u ou ou
32> — — 5 2222 4 3 2y— =0 0 0
T W agay T g T3 Ty =0 @>0,y>0)
genom att gora variabelbytet s = zy, t = z%y5. (7p)

7. Hur definieras riktningsderivatan f,,(a)? Visa hur f,(a) kan uttryckas med hjélp av gradienten.
(7p)

8. Lat A vara en axelparallell rektangel. Redogér for vad som menas med att en begrénsad
funktion f(z,y) &r (Riemann-)integrerbar éver A. Hur definieras [, f(z,y) dzdy ? (8p)

KH



Lésning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 29/8 2001

1. Med hjilp, av envariabelutvecklingarna sint = ¢t + O(t%), V1+t = 1+ 3t — £t2 + O(t3), cost =
1-324+0(tY), In(1+¢t) =t — L2+ O(t3), da t — 0, fas

flz,y) = (a:—y+0(r )) (1 + %(m+2y) — é(m+2y)2 +O(r3))

~(1- %@ +9+00") (2 -y - §<w —y)?+0(%)) =% - %my - %y +0(r),

dar = /22 +y? — 0. Detta &r den stkta Taylorutvecklingen. Det framgar att f,(0,0) = £, (0,0) =0,
s& att origo #r en stationiir punkt. Eftersom den kvadratiska formen z2 — %my — %yQ kan skrivas
(z — 1y)* — %y, ir den indefinit, och origo &r en sadelpunkt.

2. Viharr = ((a + bcosp) cos b, (a + bcosp) sin @, bsin ), och

~ A ~

z i 2z
ry xr,=| —(a+bcosp)sind (a+bcosy)cosb 0
—bsinpcosf —bsinpsind beos ¢

= b(a + bcos p)(cos b cos p, sin § cos @, sin p),

s& att |r’9 X rfp| = b(a + bcosp) \/(cos2 6 + sin? ) cos? ¢ + sin® ¢ = b(a + bcosy). Arean #r

2w 2 2 2w 2
// dS:/ / |r§,xrfp| decp:b/ / (a+bcosg0)d0dg0:27rb/ (a+bcosg0)dgo:.
Y o Jo o Jo 0

3. S6k maximum av f(z,y,z) = ¢ — 2y + 5z under bivillkoret g(z,y,2) = 2®> +2y> + 22 +yz +22 -1 =
0. Eftersom g(z,y,2z) = (z + 32)% + 2(y + 2)? + 222 — 1, &r miéngden {(z,y,2) : g(z,y,2z) = 0}
kompakt. Alltsé antas maximum. Enligt Lagranges mu1t1p11kat0rrege1 finns ett tal Asd att Vf(x,y,2) =
AVg(z,y,z) dir maximum antas (sdvida inte Vg(z,y,2) = 0, vilket vi kan utesluta eftersom det skulle
ge2x+z=4y+z=x2+y+22=0,2=y=2z=0, vilket &r oférenligt med g(z,y,2) = 0). Vi far da

1=A(2z+ 2),
5= Az +y+22),
shatt + =20+2=—3(4y+2) = %(JE +y + 2z), vilket ger y = z, z = — 8. Tillsammans med villkoret
g(z,y,2) =0fas (142-83-8484)p2 = 2852 =1 o = :I:\/%.Vi far punkterna (z,y,z) = :I:\/%(3,3, -8)
6—

med f(z,y,2) = +—2(3—6—40) = :':\/_4? = F/43. Alltsa ir max.virdet .

V43
4. Projektionen C; pa zy-planet av kurvan C fas av (z =) 1—22—y? = 1-2z—y, dvs. (z—1)°+(y—5)* = 5.
Lat D vara omradet innanfér Cy. P4 C ar dz = —2dx — dy, sé att
/ F-dr = / (zy?2* + zy) dz + 2?y2t dy + (22%y%2 — y2) dz = / d( m2y224 )+ zydr —yzdz
c c
= / zydr —y(1 — 2z — y)(—2dz — dy) =/ (2y — 3zy — 2y?) dz + (y — 22y — y*) dy
(e} C1
= [Greens formel] = // (—2y — 2+ 3z + 4y) dzdy = / (3 + 2y) dzdy — 2u(D)
= [polédra koord., x = 1 4 rcosé, y = 5 +rsing, 0 <r < £ 0 <0 < 2w, dedy = r drdf]
2r pV5/2 2

= / / (3+3rcosf + 1+ 2rsinf)rdrdd — 27((?)

v5/2 5 5 57 [5
=27r/0 4rdr—§=47r[r2]a/g/2—§:57r—§:?ﬂ-.




5. Om T &r tetraedern, sa dr enligt Gauss’ sats

J[ ¥was= [[[ v-Fasya: = [[[ zasaya.

T har horn i (0,0,0), (2,0,0), (1,2,0) och (1,1,3). De tre sidor som gar genom origo har ekvationerna
6z —3y—2z =0,3y —z = 0och z = 0. Gor med ledning av detta variabelbytet u = 6z — 3y — 2,
v=3y— 2z, w=z Dao6vergar T i en tetraeder 7' med horn i (0,0,0), (12,0,0), (0,6,0) och (0,0,3),
alltsa begransad av koordinatplanen och planet u + 2v + 4w = 12. Funktionaldeterminanten &r

6 -3 -1

dwv,w) 1 g 7|2,

d(z,y,2) 0 0 1

varfor

12 (12—u) (12—u—2v) /4
///zdwdydz—/// w—dudvdw——/ du/ dv/ w dw

12 (12—u)/2 1, (12—u—2v)/4 12 (12-u)/2
— — 12— -2
18 du/ dv [2 ]0 2232/ / u—2v)%dv

1 121 4 s (12-u)/2 1
= —— ——(12—u—2 du = 12 — d
2632/0 [ 6( u—2v) ]0 u = 2733/0 ( u)® du

12 1 283t [3

— 1 1 4 — 4 _
_2733[4(12 “)]0_23 2= 093 =g

6. Med s = zy, t = 2%y har vi

Ou _ 0Ou0s +8u8t — o'+ 200 Ou  Ou0s +6u8t — 20! + 327y
dr  0s0x  otox JTEYe 50T Bsay T Bt oy vl
och vidare
0%u 0 0 0
52 = Ba (yul, + 2zy°u}) =Yg ul, + 2393 6—ut+2y
=y (yul, + 20y’ uyy) +22y° (yuf, + 2ey’u)y) + 2y°u
= y?ull, + day*u, + 42?y0ul, + 24°u),
0? 0 0
03:;1/ B (zul + 32°y°uy) = To ul + ul, + 327y 23_ e 6:1:;1;2u§5
=z (yu's's + 2:cy3u's't) + 32’y (yuts + 2zyu) ) + ul, + 6zy*u
= zyull, + 52%y>ul, + 62y ul, + ul, + 6zy*ul,
0%u 0 0 0
32 = oy (zul, + 32%y*u}) = mca—yuf9 + 3:1102y2a—yu§5 + 622y}

= z (zul), + 32°y*uly) + 32°y? (wuf, + 3z%y°uy;) + 62°yu;
= 22l + 6z3y%ul, + 9ty ul, + 62%yu.

Insatt i differentialekvationen fés

5 0%u %u o*u Ou Ou
30’ -5 2y° 3 2y~
T owr " ozay T o T Ty
= 32” (y?ull, + 4zy*ull, + 42”y%uf, + 2y°u)) — Say (zyul, + 52°yPul, + 62°y°ul, + ul + 6zy’uy)

+ 2y (z%uly + 62°y?ul, + 9z'y ul, + 62°yu}) + 3z (yul + 2zy ut) + 2y (zul, + 3z°y*u})

= (32 — 5$2y +22%y%) ul, + (122°y* — 252%y* + 122%y*) ully, + (122%y°® — 302"y° + 182"y°) uf}
+ (=5zy + 3zy + 2zy) ul, + (62%y° — 3022y® + 122%y° + 62%y° + 622¢°%) u,
= o3yt = 0.

Alltsa reduceras differentialekvationen till v/, = 0. Av %(3—“) =0 fas 8—” = Fi(s), u = [Fi(s)ds +

ds

G(t) = F(s)+G(t), dir F(s) och G(t) &r godtyckliga C'-funktioner. Losmngen till den givna ekvat1onen
ar alltsa |u(z,y) = F(zy) + G(=*y®) |




