Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 11/3 2002, kl. 8.45-12.45.

Hjdlpmedel: Inga, inte ens rdknedosa. Observera dock "Néagra Maclaurinutvecklingar” pa baksidan.
Telefon: Johan Hoffman, tel 0740-45 90 22.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

1. a. Taylorutveckla funktionen

f(z,y) = In(1 + z — 2y) + 24/cos(2z + y)

kring origo och tag med termer t.0.m. andra graden (plus restterm). (4p)
b. Det finns konstanter a och b s att

flz,y) —2+az+by
z2 + 92

har ett griansvirde da (z,y) — (0,0). Bestdm a och b och gransvirdet. (3p)

2. a. Bestiim samtliga stationira punkter till funktionen f(z,vy) = (y? —2z)e® 2Y och avgér deras
karaktér. (4p)

b. Bestam storsta och minsta virde av av f(z,y) i méngden

<

2

{(z,9):0<z <, 0<y <3} (4p)

PR

3. Beriikna dubbelintegralen [, D zy? dzdy, da D &r det omrade i forsta kvadranten som begrinsas
av kurvorna

3 1 2 (8p)
=X = €T = — = —.
y=z, y=32, y=—, Y= p
4. Berdkna [[,, F-NdS, di K &r kroppen
K={(z,y,2): 2> <2< 2—xz? — %}
med utatriktad normal, och
5. Beriikna kurvintegralen f7 F -dr, da
(2z — 3y, 3z + 2y)
F= 2 1 .2 )
T+ vy
och v #r kurvan z + 2y% =1 (y > 0) fran (1,0) till (—1,1). (7p)
6. Los differentialekvationen
ze™uy — (14 ye™)uy, = zu, x>0,
och bestdm en 16sning som uppfyller u(1,y) = y. (7p)
7. Formulera och bevisa Greens formel. (8p)

8. Betrakta problemet att maximera eller minimera f(z,y) under bivillkoret g(z,y) = 0, dar
f och g &r C'-funktioner. Antag att punkten (a,b) ger optimum. Visa att grad f(a,b) och
grad g(a, b) ar parallella (linjart beroende). (7p)

KH



Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 11/3 2002

1. a. Med hjilp av envariabelutvecklingarna In(1 +t) = t — £¢* + O(t®), cost = 1 — 12 + O(¢*), VI + t =
14+ 3t+0(t?),dat — 0, fas
In(l4+2z—-2y)=2—2y— %(m -2+ 0(3) =z — 2y — %m2 + 2zy — 2y% + O(r?),
cos(2z +y)=1— %(2.1: +y)2+0(r*) =14v, v=—22% — 22y — %yz +0(r),
VeosRz +y)=vV1+v=1+ %v +0@?) =1—2 -2y — iy2 +0(r*),

dir r = /22 + y2 —» 0 da (z,y) — (0,0). Alltsa &r

5 5
flz,y) =In(1+ 2 —2y) + 2\/cos(2z +y) = |2+ 2 — 2y — 53:2 - §y2 +0(r?) |

b, Mol 2osth - 8 4 0(r) - | -2 | da (a,9) - (0,0), dvs. [a= 1, b=2]

2. a. For f(z,y) = (y? — 2x)e®~2%¥ &r

fal;(may) = (y2 — 2z — 2)e$*2y’

Fy(@,y) = (=207 + 4z + 2y)e” ™,

s& de stationiira punkterna satisfierar y2 — 2z = 2 = y. Vi far den stationiira punkten (1,2).

fra(z,y) = (y° — 20 =2 - 2)e” %,

TT

foy(@,y) = (—2(y° — 22 — 2) + 2y)e™ %,

Ty

wy(@:y) = (=2(=2" + 4z + 2y) — 4y + 2)e” .

1(1,2)arA=f(1,2)=-2¢"% B=7f/(1,2) =4e~?, C = f}/ (1,2) = —6e>. Se pa den kvadratiska
formen Q = Ah? +2Bhk+ Ck? = (—2h2 + 8hk — 6k?)e 3 = —2[(h — 2k)? — k%]e . Da den ir indefinit,
sd dr den stationira punkten (1,2) en sadelpunkt.

b. I mingden D = {(z,y) : 0 < z < y2—2, 0 <y < 3}ar f(z,y) > 0, och minimivirdet 0 antas
langs kurvan z = % Maximum antas ocksd pd randen, eftersom den enda stationéra punkten ar en
sadelpunkt. Lings z = 0, 0 <y < 3 ér f(0,y) = y%e~?Y, vars derivata (2y — 2y?)e~2¥ &r 0 for y = 1,
s langs den delen av randen #r maximivirdet e=2. Lings y = 3, 0 <z < § &r f(z,3) = (9 — 22)e® 5,
vars derivata (7 — 2x)e®% &r 0 for x = %, och maximum léngs den delen av randen &r 2e~%/2. Nu &r

2e75/2 > e=2 (foljer av att e < 4), s& maximiviirdet Gver D &r 2e—5/2.

3. Sétt u = £, v = z?y. D4 blir integrationsomradet i uv-planet D' = {(u,v) : 1 <u <3, 1<wv <2}. Vi
har

du,v) | =% 1| _ B o I
d(z,y) ‘ vy 22 | Y7 2y = -3y, dedy= ‘ZE’“’% dudv = @dudv,
$7y

3
och vidare dr z = £, v = & sé att y = w?/301/3, x = w~1/3p1/3. Alltsa &r

1 1 13 z,
// xy2da:dy=—// xydudvz—// u1/3v2/3dudv:—/ u1/3du-/ 0?3 dv
D 3 ! 3 7 3 1 1

113 4/33 3 5/32 3 a4/3 5/3
S 2 =233 _1) 283 1))
3[4“ ]1 5], = | 20! A )




4. Kroppens projektion pa zy-planet fas av 22 < 2 — 22 — 2, dvs. 222 + y2 < 2; en ellips D. Gauss’ sats

ger
I:// F-NdSz///V-dedydz:///(y+a:z+1—y)da:dydz
8K K K
:/// a:zda:dydz-i—// dxdydz.
K K

Den forsta integralen i sista ledet &r 0, eftersom kroppen dr symmetrisk m.a.p. yz-planet och integranden
dr udda i x. Alltsa ar

I://(2—m2—y2—m2)dxdy=//(2—2x2—y2)dmdy.
D D

Med elliptiskt-poliira koordinater z = %r cos p, y = rsing, dedy = %r drdyp blir

V2 1. V2 , Jon V2 %
I:/ / 2—r —rdrdg0:—27r/ 2r —r°)dr = 27r[r ——] =|7TV2|
o o O Vi), e 1

0

/F-dr:/ (2z — 3y)dz + (3z + 2y)dy =/2$d$—|—2ydy+3/ —ydz + x dy
gl ¥ z? +y? 22 + 92 2 +y2

Med poléra koordinater r och ¢ blir

/F-dr:/d(lnr2)+3/d<,0= [lnr2+3so]g(l)il)=1n2+3-%”—1n1—0= 1n2+%”.
el ¥ ¥ ’

6. Karakteristikernas differentialekvation (i zy-planet) ar

d d
xeﬁy =-17 ;je‘”?/’ (1+ye™)dr + ze®dy =0, d(x +e™) =0.

Detta ar alltsa en exakt differentialekvation med 16sning x + e*¥ = C. Séatt s=x +€*¥,t =z. Da &r

’—@ﬁ_}_@ﬁ—(l_}_ my)@_}_@
*= 950z  otor Y Vas T ar
; _Ouds Oudt . 0Ou

Uy—£6—y+aa—y—$e %,

u

och

0 0 0
ze®uy, — (1+ye™)u, = ze® (1 + yewy)—u +zev (14 ye®)ze®™ — = ze® TU,
s

0s ot
dvs. (eftersom e*¥ = s —t)

ou 0

(S—t)azu, a

dér g &r en godtycklig (deriverbar) funktion av en variabel. Alltsd &ar differentialekvationens allménna
16sning

u(z,y) = e gz + €7Y).
Bestam g si att u(l,y) = e ¥Yg(l +e¥) =y. Med s = 1+ €Y blir y = In(s — 1), och g(s) = ye¥ =
(s — 1)In(s — 1). D& blir differentialekvationens 16sning ‘ w(z,y) = e “Y(z+e" —1)In(z + ¥ — 1) ‘




