Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 28/8 2002, kl. 8.45-12.45.
Hjalpmedel: Inga, inte ens rdknedosa.

Telefon: Anton Evgrafov, tel 0740-45 90 22.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

1. Bestéim alla stationira punkter till funktionen f(z,y) = 22y + v — 22 — 2y? och ange deras

karaktér.

(8p)

2. Berékna dubbelintegralen [[ (M)Q dzdy, d3 D idr fyrhorningen med horn i (2,0), (4,0),

x

(2,2) och (1,1).

(7p)

3. Minimera 22 + y2 + 22 d& 422 — 3y + 62z = 9, dvs. bestim den eller de punkter pa ytan

42? — 3zy + 62 = 9 som ligger nirmast origo.

4. Berdkna [[,, F-NdS, da
F = (2% —yz,2° — 22, 2% +¢%),

och Y #r ytan z = 1 — 22 — y2, 22 + y? < 1, med normalriktning uppét.

5. Berikna kurvintegralen f,y F - dr, da

F = (2zye¥® 4 y22, z2e¥* + 2?yze¥?, zy%e¥* — y2),

(7p)

(8p)

och v #r skirningen mellan ytorna 2% 4+ y? + 22 = 4, z > 0, och 22 + y?> — 2z = 0. Kurvans

projektion pa zy-planet &r positivt orienterad.

6. Visa att variabelbytet s = 2% — y?, t = 2zy limnar differentialekvationen % + gi;;

invariant, dvs. att den transformeras till % + %2712‘ =0.
7. Hérled Taylors formel for en funktion av tva variabler med restterm av ordning 3.

8. Visa att om funktionen f(z,y) &r kontinuerlig pad den kompakta rektangeln
A={(z,y):a<z<b c<y<d}

s& ar f integrerbar Gver denna.
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L&sning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 28/8 2002

1. Sok stationiira punkter for f(z,y) = 22y + y° — 22 — 2y
fr=2xy — 2z =2x(y — 1) =0,
fy=a"+3y* —4y=0.

Ur forsta ekvationen fas antingen z = 0 eller y = 1. Om 2 = 0 ger andra ekvationen 3y? — 4y = 0, dvs.

y=0ellery=3. Omy =1 fas 2? = 4y — 3y> = 1. De stationéira punkterna &r alltsa (0,0), (0, 3) och

(£1,1). Fér =0, y = 0 har vi
A=fr,=2y—2=-2, B=f, =2x=0, C=f, =6y—4=—-4
Se pa den kvadratiska formen
Q = Ah? + 2Bhk + Ck? = —2h? — 4k

Det dr tydligt att Q &r negativt definit. Alltsa har f lokalt maximum i (0,0). I(0,3) &r A= 2, B =0,
C =4 och Q = 2h? + 4k?. Eftersom Q #r positivt definit, har f lokalt minimum i (0,%). I (£1,1)
ir A =0, B= 42, C =2, och Q = +4hk + 2k? = 2k(k £ 2h), som &r indefinit. Alltsa foreligger
sadelpunkter i (£1,1).

2. Omradet D begrénsas av linjernay =0,y =z, s +y =2ochz+y =4 Sitt u =z +y,v =2 Da
motsvaras D av D' = {(u,v) : 2<u <4, 0<wv <1}. Vi har

22'2

+y

d(z,y)
d(u,v)

% Tty dudv,

PRl dmdy:‘

<
= =

dudv =
T

s& att
//D (x;y)Zdxdy=//I(w+y)dudv=//Iududv=/01{/24udu}dv= {“;EZ@

3. Vi sdker minimum av f(z,y,2) = 2% + y% + 22, da g(z,y,2) = 422 — 3zy + 62 = 9. Enligt La-
granges multiplikatorregel finns ett tal A s& att V f(x,y, 2) = AVg(z,y, 2) ddr minimum antas (eftersom
Vy(z,y,2z) #0). Vi far da

2z = A(8z — 3y),
2y = —A- 3z,
22 =MX-6,

sd att 2 = 3\, y = =22, och 2z = A\z(8 + £). En 18sning dr 2 = 0, vilket ger y = 0, 2 = £ (ur
9(z,y,2) =9) och f(z,y,2) = 2. Om z # 0, fas 2 = A(8 + %) med l6sningar A = 2 och A = —2. Fér
A=2fasy=—1z,2=2ochg(z,y,2) =42’ + 2> +4=9,2% =1, f(z,y,2) = L. For A = -2 fas
y =3z, 2 = —6 och g(z,y,2) = 4a® — 92° — 36 = 9, 2> = —9, dvs. 16sning saknas. Eftersom 1} < 2,

fas minimum i punkterna (£1, :F%, %), och minimivirdet ar 19—4.

4. Komplettera Y med "botten” Y7 = {(x,y,0) : 2 + y?> < 1}, si att Y + Y7 blir rand till kroppen
K={(z,9,2) : 0<2<1—2%—¢y2 2% +y? < 1}. Anviind Gauss’ sats:

17:0271/2
// F-NdS:///V-dedydz:/// 4z2dxdydz=// {/ 422dz}dardy
Y4Y; K K v; (Jo

4 2,23 ot 213
= g g(l—x —y°)’ dexdy = - g(l—r)rdrdcp
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Nuér [fy,, F-NdS = [[, F-NdS+ [f, F-NdS, och

27 1
// F-NdS:// F(x,y,O)-(0,0,—l)dmdy:—// y2da:dy:—/ /rzsin2cprdrdgo
)¢ Y1 Y1 0 0
1 27 T
:—/ r3dr-/ sin® pdp = ——.
0 0 4

n
12

Alltsa &r [, F-NdS =% — (-%) =

5. Ytan 22 4+ y? — 2z = 0 #r den cirkuliira cylindern (z —1)2 +y2 =1, —c0c < z < oo; déir éir 0 < z < 2.
Pa «y ir z = v/4 — 2z, och dess projektion y; pa zy-planet ir dirmed hela cirkeln (z — 1)% 4+ 42 = 1.

/ F.-dr = / 2zyel® dr + y2° do + 2°e¥* dy + xyze¥® dy + 2*y*e?* dz — yz dz
v v
= /d(xzyeyz) +y2lde —yzdz = /yz2 dr —yzdz.
v v
Pa v dr 22 =4 — 2z, 22dz = —2dwx, si att
/ F-dr = / y(4—2z)dz +ydx = / (5y — 2zy) dz = [Greens formel]
2l ¥ "

2m 1
= // (2z — 5)dzdy = / / [2(1 4+ rcosg) — 5] rdrdy
(z—1)2+y2%<1 0 0

1 1 2 1
:—3-27r/ rdr+/ 2r2dr-/ cospdp = —6m- = =| =37 |
0 0 0 2

— g2 _ 2 t = j Qu — Suds | Budt _ 9,.0u du du _ _9,0u Bdu
6. Med s =z° —y*, t = 2wy, har vi 57 = 52 3° + G 5. = 225, + 2y 3; ochay_ 2y 5 + 2257,

Ou  d%u 9 Ou 8 Ou 0 du Ou 0 du Ou

022 " oy? a(%) + 8_y(6_y) - %(237% J"QZUE) + 6_y(_2y% + 237%)
= 2:1:%(%) + 2% + Zy%(%) - 22/%(%) - 22_1; + 2556%/(%)
_2y[—2y%(g—2) +2w%(g—3)] +2x[—2y%(%) +2$%(%)]
= 43;2% + 4xy§:87“; + 4xy68:gt n 4y262277;

+ 4y2% — 4y gf;s — dzy gjgt n 4$2%
— a4yt e+ T,

2 8%u Pu _ .. 5%y Pu _
sd att W—I-a—yz,—Omedfor W'ﬁ‘w—o




