Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 17/1 2003, kl. 8.45-12.45.
Hjalpmedel: Inga, inte ens rdknedosa.

Telefon: Tobias Geback, tel 0740-45 90 22.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

1. a. Beriikna tangentplanet till ytan e* + (z +y)z — 23 + y = 2 i punkten P = (1,2,0).

b. Motivera att ytan lokalt kring P &r en funktionsyta z = f(z,y). Berdkna f.(1,2) och

fy(1,2).

2. Bestim storsta och minsta virde av funktionen f(z,y) = 223y — 24? — 5z i mingden
{(z,y): 0<z <2 0<y<2}.

3. Berikna dubbelintegralen [, ;—26% dzdy, d3 D #r det omrade i forsta kvadranten som begrin-

sas av kurvorna
y=z, y=22, x+y=1, z+y=3.

4. Berikna kurvintegralen f7 F - dr, da
F = (zy2ewy2, 2wyze™ + zy? ewyz),

och « ar spiralen r = (cost,sint, t), 0 < t < 4.

5. Beriikna ytintegralen [, (z? — 3y)dS, da Y &r triangelytan med hérnen (1,0,0), (2,1,0) och

(3,1,1).
6. Transformera differentialekvationen
20211, 1y — aufly + dofs = 0
genom att gora variabelbytet s = zy, t = y% (z >0,y > 0). Los dérefter ekvationen.

—_ £
= Jyz-

7. Visa att under ldmpliga forutsattningar pa funktionen f(z,y) galler att f;lc,y

. Lat f(z,y) vara kontinuerlig pa ett kompakt omréde D. Dela in D i delomraden. Vad menas
med en Riemannsumma hérande till en viss indelning? Visa att Riemannsummorna konver-
gerar mot [[;, f(z,y) dedy d& indelningens finhet gér mot noll. (8p)

KH



L&sning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fé6r F1 den 17/1 2003

1. a. Ytan &r en nivayta till funktionen F(z,y,2) = €+ (z+y)z— x> +y. Tangentplaneti P = (1,2,0) har
normalvektorn VF(P). Vihar VF = (2 —3z%,2+1,e*+x+y) och VF(P) = (=3,1,4). Tangentplanets
ekvation ar —=3-(z —1)+1-(y—2)+4- (2 —0) =0, dvs. ‘—3m+y+4z+1:0‘.

b. Eftersom F(P) = 4 # 0, sager implicita funktionssatsen att man lokalt kring P kan l6sa F(z,y, z) =
2 pa formen z = f(z,y), dér f ar en C'-funktion. Tmplicit derivering ger F, 4+ F}z; = 0 och F} + F}z,

1
=0, varav f!(1,2) = —F!(P)/F'(P) = , och £,(1,2) = —F}(P)/F.(P) = | 7. (Detta kan ocks

avldsas ur tangentplanets ekvation.)

2. Studera f(z,y) = 22%y — zy? — 5z for 0 <z < 2,0 < y < 2. Bestéim forst ev. inre stationéira punkter:

fr =62’y —y* ~=5=0,
fy =22 — 2zy = 2x(2® —y) = 0.

Eftersom vi vill ha 2 > 0 fas ur andra ekvationen y = z2, och sedan ger férsta ekvationen 6z* —2* —5 =
5zt —5=0,sdatt2* =1, 2=1,y=1.

Betrakta sedan randen. Vi skall underséka fi(z) = f(z,0) = =5z, fo(z) = f(z,2) = 42° — 9z,
f3(y) = f(0,y) = 0 och fi(y) = f(2,y) = 16y —2y* =10 for 0 < & < 2 0ch 0 < y <2 fiéar
striingt avtagande, och f3 #r konstant. Vidare &r fi(z) = 1222 — 9 = 0 for z = 2 , och fi(y) =
16 — 4y > 0 for 0 < y < 2. Intresssanta funktionsvéirden &r f(1,1) = —4, f(@, 2) = —3\/?: och vardena

i hornpunkterna f(0,0) = f(0,2) = 0, f(2,0) = =10, f(2,2) = 14. ‘Ma.ximum ar f(2,2) = 14‘ och

minimum &r f(2,0) = —10 ‘

3. Sitt u = £, v = x +y. Da blir integrationsomradet i uv-planet D' = {(u,v) : 1 <u <2, 1 <v < 3}.
Vi har

d(u,v) -% 1 y 1 z+y 1 z2
Azy) ‘ i 1= 2 2= 2 dxdy = ‘d(u,v) dudv = a:—}-ydUdU
d(z,y)
Alltsa &r
L 1 u 2 u s 1 2
—e= dzdy = —e'dudv= [ e"du | —dv=|(e*—e€)ln3|
DX U 1 1 U

4. Vihar F = Fy + Fy, diir Fy = (22e%%’, 2zy2e®?’, e?¥") och Fy = (0,zy2,0).
/ Fi-dr= / zy2e“/2dx + 2myzem1’2dy + e dy = / d(zezy2)
¥ g v

_ [ wyZ] (1,0,4m) —4
= |ze (1,0,0) = 4T.

Kurvans projektion pa zy-planet ar enhetscirkeln C' genomlopt tva varv i positiv led. Om D &r cirkel-
skivan 22 + 32 < 1, ger Greens formel

/Fg dr—/mdey—2/a:y2dy—2//y d:cdy—// 22 + y?) dxdy
¥

27

/ /rrdrdﬁ—?w/ r3dr =2m - =

Alltsa &r [ F-dr =4dr+ 5 = ;




5. Det plan som gar genom punkterna (1,0,0), (2,1,0) och (3,1,1) spinns upp av vektorerna (1,1,0)
och (2,1,1). Darfor ar planets (och Y:s) normalriktning (1,1,0) x (2,1,1) = (1,—1,—1). Den upp-
atriktade enhetsnormalen &r n = (—1, 1 ,1)/v/3. Vi ser Y som en funktionsyta och anviinder z och
y som parametrar. D& har vi dS = (‘os0 dxdy, dir @ #r vinkeln mellan n och 2, dvs. cosf = 1/+/3.
Integrationsomradet D i xy-planet dr ytans projektion pa xy- planet dvs. triangeln med horn i (1,0),
(2,1) och (3,1). Triangeln begrinsas av linjerna y =z — 1, y = $(z — 1) och y = 1. Alltsd &r

// z? —3y)dS = // x —3y\/_da:dy—\/_/ {/:/:rlx —3y)da:}dy

:\/5/0 [%—3xy]m 2y+1dy—\/_/{ 2y + 1) —3y(2y+1)—%(y+1)3+3y(y+1)}dy

z=y+1

=\/5/01(§y3+y)dy=\/_[7y +1y]1=\/§(1+1 =| o3l
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2
s& att gsgt + L ‘Z{; = 2L + L% = 0. Med g = &L har vi alltsa 3¢ + Lg = 0. Integrerande faktor
roefsrdt = ¢1/3 g3 att 2 2(t'/3g) = 0, t'/3g = ¢y(s), dér ¢, &r en godtycklig C'-funktion. Vi far

8 =1=1/3p,(s), och f = t U3 [ p1(s)ds +(t) = t71/3p(s) + ¢(t). Alltsa &r

T
_2

f@,y) = 273y Byp(ay) +9(=)

dér ¢ och 4 dr godtyckliga C2-funktioner.




