Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMIA975 Reell Matematisk analys F, del B den 25/8 2004, kl. 14.15-18.15.

Hjélpmedel: "Anvindarhandledning for MATLAB” av Pért-Enander—Sjéberg.
Telefon: Fredrik Bengzon, tel. 073-977 92 68.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

. Betrakta funktionen f(z,y, 2z) = vz + ye®V.
a. Vilka av foljande uttryck &r definierade: grad f, div f, rot f, gradgrad f, divgrad f,

rot grad f7 Berdkna de uttryck som existerar. (3p)
b. Berékna riktningsderivatan av f i punkten (1,0, —1) i riktningen (—1,2,1). (2p)
c. Berdkna tangentplanet till ytan f(x,y,z) = 11 punkten (1,0, —1). (2p)

. Taylorutveckla funktionen

f(z,y) =sin(e® %Y —1+4+4y) —2In+/1+z + 2y

kring origo med termer t.0.m. andra graden (plus restterm). Det finns en konstant a s att
gransvirdet
: f(z,y) + ax?
m
(zy)—(0,0)  °+Y

existerar. Bestdm a och grénsvirdet. (8p)
. Berdkna [ 23e¥T” dady, dir D ir det omrade i forsta kvadranten som begrinsas av kurvorna

y =22, =22+1, y=2—2% y=4-—22% (7p)

Lat Y varaytan e =u? + 0% y=u? — 0% 2=2u0,0<u<1,0<v < 1.

a. Berikna arean av Y. (4p)
b. Berdkna ytintegralen [, F-NdS, da F = (z,0, 2). (3p)
c. Skriv en MATLAB-kod for att plotta Y. (2p)

. Beriikna kurvintegralen f7 F - dr, d&

(z°y +y° — @, —a® —ay® —y)
F = ,
(22 + y2)2

och ~ dr ellipsbagen 422 + y? = 1 i forsta kvadranten fran (3,0) till (0,1). (7p)

. Los differentialekvationen
x2u;+eyu; =u+1, x>0.

Bestdm en 16sning som uppfyller u(z,0) = x2. (7p)
. Harled Taylors formel for en funktion av tva variabler med restterm av ordning 3. (7p)
. Formulera och bevisa Greens formel. (8p)
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Lésning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, for F1 den 25/8 2004

1. a. grad dr definierad for skaldra funktioner, div fér vektorfunktioner och rot for vektorfunktioner med
tre komponenter. For f(z,y,z) = 22?2 + ye®™ dr

o of 1,

gradf =V f = (%’8_14’ 5,) = (22 + y*e™, (1 + zy)e™, 2z2).

div f, rot f och gradgrad f &r odefinierade, medan

92]0 92f 92]0
: _ ) _ 2 _ 2 J e ZJ _ 3, Ty Ty Ty
divgradf =V -Vf=V-f = = + 52 + 72 =y’e™ + (14 zy)ze™ + xe®™ + 2z

= (y3 + 2z + x2y) e™ + 2z,

och rotgrad f =V x Vf = 0 generellt.
b. Riktningsderivatan ar f,(a) = Vf(a) -
(1,1,—-2) och fl(a) = =(-1+2-2)= -1

Hér &r a = (1,0,—1) och v =(71/’§’1) sa att Vf(a) =

v.
1
NG V6’
c. Punkten a = (1,0,—1) ligger pa ytan f(z,y,z) = 1, och en normalvektor &r Vf(a) = (1,1, —-2).
Allltsa ar tangentplanets ekvation 1+ (z —1)+1-(y —0) —2(2+1) =0, eller z +y — 22 —3 =0.
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2. Anviind envariabelutvecklingarna e/ =1+t + 12 + O(t*), sint = t + O(t?), In(1 + t) = ¢t — $t> + O(t?)
ddt — 0. Da fas (dar = /22 + y2 — 0)
. 1 1
em_zy—1+4y=1+a:—2y+§(:n—2y)2+0(r3)—1—|—4y=a:+2y+§(:n—2y)2+0(r3),
1 . 1 . .
sin(e®™% — 1 +4y) =z + 2y + E(a: 2 +0(r}) =z 42y + 5332 —2zy + 2y% + O(r?),
1 1
2Iny/14+ 2+ 2y =In(1 + z + 2y) =x+2y—§(a:+2y)2+0(r3) =m+2y—§w2—2wy—2y2+0(r3),
flz,y) =sin(e” 2 — 1+ 4y) — 2In+/1 + = + 2y = 2° + 49> + O(r?).
Da ar
flz,y) +az? (1 +a)z?+ 49>

= @)
2 + y2 2 + y2 + (T)’

som har griansvirde da (z,y) — (0,0) om och endast om a = 3, och grénsvirdet &r i sa fall 4.

3. Sitt u = y + 22, v = y — 22, Da motsvaras omradet D av D' = {(u,v) :2<u <4, 0<wv <1}i
uv-planet. Vi har

d(u,v) 2¢ 1 1 1

_— = = 4 = - —

1) ‘—Qx 1‘ x, dzxdy ‘ZE“’”; dudv 4xdudv,
¢y

och 2% = 1(u — v), s att

//D plevte’ dzdy = //, %(u —v)e” idudv = é/: {/Ol(u —v)e“dv} du
R b
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4. r = (u? + 0%, u? — 0%, 2uw), v, = (2u,2u, 2v), r’, = (2v, —2v,2u). En normalvektor & r

Y

= 4(u® + v?, 0% —u?, —2uv),

S < W

och ytelementet dr dS = |r!, xr |dudv, dar

el xrl | = 4/ (u? + 02)2 + (v — u2)? + 4202 = 42/ ut + vt + 2u0? = 4V/2(u? + v?).

a. Arean ar [[,, dS = fol fol 4V2(u? + v?)dudy = 4\/5(% 1+1-g)= %'
b. Vi har

1 1
// F - NdS = / / F -1 xr) dudv = / / 4[(u® +v*)? — 4u*v?|dudv
Y 0 Jo o Jo

1,1
1 1 11 32
=4 Yot — 20?0 dudy =4(z - 1+1-2—2-2-2) ==
/O/O(U-I-v u”v?)dudv (5 + E 33) I
c. Exempel pad en MATLAB-kod:
[u,v]=meshgrid(0:0.05:1);
X=u. 24v.72; y=u."2-v.72; z=2%u.*v;
mesh(x,y,2z)
Z2 371‘ xr — 13 xr 2 ZL‘Q 2 r—rdr—= Z2 2 — —_ .
5 F . dr = vty ();2+y(2)2+ y +y)dy _ y(z"+y )d (xd2+y2()2 +y )dy—ydy _ yig+zgdy _ ngdg:y%d)g' For de

polira koordinaterna r och ¢ ar rdr = zdz + ydy, och dp = %ﬁﬁd” ("det magnetiska faltet”). Alltsa
i F-dr = —dp — % = —dyp + 1d(Z), och

1 1 10D r 1 1
/YF-dr_/yd(_(p-i_ﬁ)_ |:—<,0+ﬁ:|(10)——§+§+0—2——§(3+ﬂ').
2

6. zul, + eYu), = u + 1. Karakteristikernas diferentialekvation (i xy-planet) ar %% = %yy med 16sning
—%z—e‘y—C, %—e‘yzC. Séttsz%—e‘y,tza:. Da ar
! ! 1 ] ' [ ]
Ux:us'(_;)-l_ut'l: Uy = Uy~ € +u; -0,
och
!, + eVuy, = —ul + 22ul 4+ ul, = tPu) = u + 1.
Vi far uj — su = %. Integrerande faktor e'/t: 2 (e!/tu) = Lel/t, e'/tu = —e'/t + g(s),

1
uw=g(s)e /' —1= g(; - e_y)e_l/x -1,

dér g &r en godtycklig C'-funktion i en variabel. Vi vill ha u(z,0) = g( —1)e™"/* -1 =22, g(1 -1) =
(z2 + 1)e'/* . Med s =1 —lharviz = och g(s) = (ﬁ + 1)est! (for s > —1). Alltsa far vi
16sningen
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u(z.y) = ( F1)et/eme e g = ( +1)el T -




