Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 14/3 2005, kl. 8.30-12.30.

Hjdlpmedel: "Anvindarhandledning for MATLAB” av Part-Enander—Sjoberg.
Telefon: Niclas Andréasson, 0739-77 92 68

For godkint krivs minst 24 podng.

Losningar anslas i Matematiskt Centrum efter tentamen.

Resultatet anslas i Matematiskt Centrum senast tre veckor efter tentamen.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Funktionen f(z,y) satisfierar differentialekvationen
2 fo(z,y) + 3y fy(z,y) =0 for £ >0, y > 0.

Visa att kurvan z = t?, y = ¢3, ¢ > 0, &r en nivakurva till f.

(8p)

4 2 2
2. Berdkna ffD wdwdy, da D &r det omrade i forsta kvadranten som begrénsas av

(8p)

3
kurvorna
1 3 5 72
= — = — =X = —.
y=1o YT i YT V=3
3. Lat dy = di(z,y) och do = da(x,y) vara avstanden fran (z,y) till (2,0) resp. (—2,2). Minimera

d% + d% dé (z,y) uppfyller 2+ % = 1.

4. Berikna kurvintegralen f7 F - dr, da

N Yy srer. U
/1+m2+y2 /1+m2+y2

(8p)

och « #ir skirningen mellan ytorna z? +y? 4+ z = 1 och  — 2y 4+ z = 1. Kurvans projektion pa

zy-planet ar positivt orienterad.

(8p)

5. a. Lat K vara kroppen som definieras av olikheterna y? + 22 < 1 och z > z2. Berdkna

[[55 F - N dS (normalriktning utat), d& F = (0, yzv1 — 24, V1 — 2%).
b. Skriv en MATLAB-kod for att rita 0K.

6. Vad menas med att en funktion f(z,y) ar differentierbar i en punkt (zg,y0)? Visa att om
av klassen C! i en omgivning av (zg, o), sa dr f differentierbar i (xq, o).

7. Formulera och bevisa Gauss’ sats.
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(8p)
(4p)

far
(8p)

(8p)



Loésning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, for F1 den 14/3 2005

1. Man vet att 2zf, (z,y) + 3y f,(z,y) = 0 for z > 0, y > 0. Enligt kedjeregeln &r

%f(t2,t3) = [R(,87) 2t + £, (%,4°) - 3¢% = %[2t2f;(t2,t3> + 36 f, (1, 1%)] = 0.

Alltsa dr f(#2,#%) konstant, dvs. kurvan (z,y) = (#2,#%) ir en nivakurva till f.

2. Sétt u = y(1 4+ 2?), v = %. D& blir integrationsomradet D' = {(u,v) : 1 <u <3, <v <1}i
uv-planet. Vi har

d(u,v) 27y 1+ 22 2y 2y o 2Y . o
' ; L = Yos? 41
) ‘_ ) + 2040 = B 1)
dedy = dudo = —qud
wy_‘ggu,v; Y= e )M
z!y

Alltsa ar

(2z* + 322 + 1)y? // (222 + 1)(22 + 1)y? x3
dzdy dud
// T3 : x3 2y(222 + 1) uaw

1 u2 P11
(2 +1) dudv—— ududv— udu dv—— —| ==<-(9-1)=1
, s 2 278 =

3. Minimera f(z,y) = di(z,y)> + da(2,9)? = ( —2)° + 9’ + (2 +2)2 + (y = 2)> = 22 + 8+ > + (y — 2)?
+

under bivillkoret g(z,y) = z? v 1.1 punkter dar minimum antas finns ett tal A s att Vf = AVyg

x
(eftersom Vg = (22, %) # (0,0) da g =1). Alltsa géller

dr = N2z, z(2-X) =0,
< )Y
2y+2(y—2)=A% ya-3) =4

1, y = +2, med funktionsvirden
Y

Ur forsta ekvationen fas x = O eller A = 2. Om z = 0 fas g(0,y) = 4~
= 3, och vi far g(z,3) =

f(0,2) =12, f(0,-2) = 28 Om X = 2 ger andra ekvationen 3y = 4, ,
3
418 =2 = 02 =8 =+ med f(£5,4) =25 4841014 g 30 _g 103 L

Alltsa fas minimivardet 3? i punkterna (% ‘é_, 3)

4. Projektionen v pa zy-planet av kurvan vy fasav (z =) 1-2%—y? = 1—2+2y, dvs. (z—5)*+(y+1)> =2
Lat D vara omradet innanfor v;. P& v ar dz = —dx + 2dy, s att

/F-dr:/ +xz)dx + ( S L— —zy)dy + (V1+ 22 +y> +ay)dz
y \/1+x2+y \/l-l-x2-|-y2
:/d(z\/1+w2+y2)+/xzda:—:nydy+a:ydz
v 2

:O-I—/ x(l—x+2y)dx—xydy+xy(—da:+2dy):/ (x — 2° + zy) dz + zy dy
71 71

= [Greens formel] = // (y — z) dzdy
D

1
= [poléra koord., x—§+rcos<p y=—1+rsinp, 0 <r< ? 0 < ¢ <27, dedy = rdrdy)
2m pV/5/2 1 V5 /2 1
2/ / 1+1“Sln<p—§—rcos<p)rdrd<p——g 271'/ rdr = —3m - 5[1‘ ]f/z
0

315 _ 157
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5. Kroppen K ges av 52 + 22 <1,z > 2% eller 22 < 2 < /1 — 92 for (2,y) € D = {(z,y) : z* + 9> < 1}.
a. Enligt Gauss’ sats ar

//BKF.NdS:///V-dedydz:/// /T = 2t dudydz |
R Ty ]

// 1—y® —2)V/1 -2t dady = = / m{/m

1—z4

1—w4—y2)dy}dw

:2/01m[(1_m4)y_f}ol_m4d;ﬂ=2/ﬁl(1—x4)(1—x4—%(1—:&))(@

3

:2/ —(1—x4)2dw=—/(1—2x4+m8)d
o 3 3 Jo

b. Ett exempel pad en MATLAB-kod:
x=linspace(-1,1,50);
[X,Y]=meshgrid(x);

Y=sqrt (1-X."4) .*Y;

Z1=X."2;

Z2=sqrt(1-Y."2);

mesh(X,Y,Z1)

hold on

mesh(X,Y,Z2)

xlabel(’x’);ylabel(’y?) ;zlabel(’z’);
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