Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 24/8 2005, kl. 14.00-18.00.

Hjélpmedel: "Anvindarhandledning for MATLAB” av Pért-Enander—Sjéberg.
Telefon:

For godként kravs minst 24 poéng.

Losningar anslas i Matematiskt Centrum efter tentamen.

Resultatet anslas i Matematiskt Centrum senast tre veckor efter tentamen.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

1. Lat f vara en C'-funktion pa R2. Visa att funktionen u(z,y,z) = %f(z—;,%) satisfierar
differentialekvationen
ou n ou N ou n 0 (8p)
r—4+y—+z—+u=0.
or Yoy " "oz P

2. Lat «y vara den positivt orienterade randen till fyrhérningen med hérn i (0,0), (2, 1), (3,3) och

(1,2). Beréikna [ e Ydx + zy dy . (8p)

3. Lat P vara en punkt i forsta oktanten pa ytan 22 + y? 4+ 422 = 1. Tangentplanet i P till ytan

skir koordinataxlarna i punkterna A, B och C. Dessa punkter tillsammans med origo bildar
horn i en tetraeder. Bestdm den punkt P som minimerar volymen av denna tetraeder. (8p)

. a. Beriikna arean av ytan r = (u?,v2,v2uv), u? +v? < 1, u >0, v > 0. (8p)
b. Skriv en MATLAB-kod for att rita ytan. (4p)
. Lat Y vara ytan z = 1 — 22% — 32, 2 > 0. Beréikna [, F - NdS (normalriktning uppat), da
F = (zy, y* + 2, 2° — 2?). (8p)
. Visa att under lampliga forutséttningar pa en funktion f(z,y) géller att f;, = fy.. (8p)

. Visa att om kurvintegralen f7 F-dr ar oberoende av véigen i en sammanhéngande 6ppen méngd
Q, sd ar F ett potentialfalt i €. (8p)
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Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 24/8 2005

1. f(s,t) & en C'-funktion. For u(z,y,z) = L f(¥, 23) &r
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Alltsa ar
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/ / / ! / / ! / /
Ty T YUy +2u, ¥ u= =gt gl t gl m gl t gl gl = S0 =0.

2. Om D &r omradet innanfér v ger Greens formel

/ X Vdx + vy dy = // (y — e2*7Y(—1)) dady.
v D

Fyrhorningens sidor har ekvationerna 2y —x =0, 2z —y = 3, 2y — x = 3 och 2z — y = 0. Go6r darfor
variabelbytet u = 2z — y, v = 2y — x. D motsvaras av D' = {(u,v) : 0 <u <3, 0 <wv < 3}, och vi har

’2 -1

1
1 9 ‘:4—1:37 dxdy:§dudv.

Vidare &r y = £ (u + 2v), och

. 1 w1 IR w2
e Vdx 4+ xydy = (z(u+2v) +e")=dudv = = (zu+e" + —v)dudv
! 3 3 3), Jo '3 3

1% 1 1 ° 7
23/0[(3u—|—e“)~3+3-9]du=[6u2—|—e“+u]0263+2.

3. Ytan ér g(z,y,2) = 22 + y? + 422 = 1. Vi har Vg = (22, 2y, 82). Tangentplanet i punkten (x¢, yo, 20),
xg > 0, yo > 0, 2o > 0, pa ytan har normalvektorn (zg, yo,420), och alltsd dr planets ekvation

wo(z — w0) + Yo(y — Yo) + 420(2 — 20) = 0,

dvs
Tox + Yoy + 420z = 2 +yh + 422 = 1.

y:z:OgerJ;—wio,x—z—Ogery—yio,x—y:Ogerz: 1+ Tetraederns volym blir da
V= %wiyiollzo Slopa index 0, och maximera f(x,y, z) = xyz under bivillkoret g(z,y, z) = 1. Eftersom
Vg # 0, giller att da maximum antas finns ett tal A sa att Vf = AVg, dvs

yz = 2z,

Tz =2y,

xy = 8Az.
Da ér zyz/(2\) = 22 = y? = 422, Vidare dr 22 +y? + 422 =322 = L,sdatt v = =, y = =, 2 = L

\/g’y \/g’

Den minsta volymen fas alltsa i punkten P = (%, %, ﬁ), och minimum av V blir %.
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4. r = (u?,0%,V2w), (u,v) € D = {(u,v) : v*> +v> < Lu >0, v > 0}. 1, = (2u,0,v/2v), v/ =
(0,2v \[ ). En normalvektor ar
T g z
roxrl =12u 0 V20| = (-2v20% —2v2u?, duv) = 2v2(—v?, —u?, V2uv),
0 2w \@u

och ytelementet dr dS = |r), xr/ |dudv, dér
!, xr! | = 2v2V/ vt + ut 4 2uv? = 2v2(u? + v?).
a. Arean ar fde I 2v/2(u? + v?)dudv = fow/Q rrdrdp = 2\/5% fol r3dr = ”‘Tﬁ.

b. Exempel pa en MATLAB-kod:
[r,fi]=meshgrid(0:0.05:1,0:pi/40:pi/2);
u=r.*cos(fi); v=r.*sin(fi);

X=u."2; y=v."2; z=sqrt(2)*u.*v;
mesh(x,y,z)

5 Y :z2=1-22%—9y?% 2 > 0. Ligg till "botten” Y; : 222 + 32 < 1, z = 0, med normalriktning nedat, si
att Y 4 Y7 blir rand till en kropp K. Gauss sats ger

// F~NdS:/// V-Fdxdydz:/// (y + 2y + 22) dedydz
Y4v; K

= // [3yz +z ]1_% da:dy
222 +y2<1 =0

= // L [By(1 — 222 — %) + (1 — 222 — y*)?] dxdy
2z24y2<1

1 1
= —rcosp, y =rsing, dedy = —r drdy)
V2 V2

2 1
1 2m
[3rsin (1 —r?) + (17r2)2}—rd7"d30:—/ (1 —r3)2rdr
/ / 7=
_ —1—r23] _ T
a5, -3
PaY; drz =0, N = (0,0, —1), dS = dzdy, sa att

2m
// F-NdS = // T dasdy*/ / —r?cos? p — rdrdgﬁ
Y1 222 4+y2<1 V2

1
cos? pdp = —-qr=——.
2\// / P 2\/547T 8v2

Alltsa ar ffYF NdS = —2 — W 24\[




