Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 13/1 2006, k1. 8.30-12.30.

Hjilpmedel: "Anvindarhandledning for MATLAB” av Pért-Enander—Sjéberg.
Telefon: 076-272 18 60.

For godként krivs minst 24 podng.

Resultatet anslas senast tre veckor efter tentamen.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.
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. Taylorutveckla funktionen

In(1+ 3z —y)

y) = /1 + 2z — 2y 2V —
f(@,y) T —2ye [y

kring origo med termer t.o.m. andra graden (plus restterm). Visa att origo dr en stationér
punkt och avgor dess karaktar. (8p)
. Bestéim storsta och minsta virdet av f(z,y) = 23y i omradet 22 + 2y? < 1. (8p)

Det finns en kontinuerligt deriverbar funktion g av en variabel sddan att vektorfiltet F
(8

g(zy)(2x + 22y, 2) &r ett potentialfilt. Bestim g och en potential till F. p)

a. Berdkna kurvintegralen fV F-dr,da F = (333, Y2, :L‘Z), och v &r skiirningen mellan sfiren

22 4+ % + 22 = 1 och cylindern (z —1)? 4+ y? = 1 genomlopt fran (1 V3 0) till (3 —@, 0) med

2072 2
positiva z-virden. (8p)
b. Skriv en MATLAB-kod for att plotta ytorna 22 + 3% 4+ 22 = 1 och (z — 1) +¢? = 1,
—1 <z <1, isamma figur. (4p)

. Beriikna ytintegralen [, F-NdS, dd K = {(z,y,2) : 2 + 4y* < 2 < 2z + 4y + 2} (utétrik-
tad normal), och
F = (zy°, 2%y, 2). (8p)

. Hur definieras riktningsderivatan f} (a)? Visa hur f, (a) kan uttryckas med hjélp av gradienten.
Vad sdger detta om gradientens fysikaliska betydelse? (8p)

Visa att om funktionen f(z,y) &r kontinuerlig pa den kompakta rektangeln
A={(z,y):a<z<b c<y<d}

sd ér f integrerbar Gver denna. (8p)
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Lésning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, f6r F1 den 13/1 2006

1. Anvénd envariabelutvecklingarna 1+t =1+ 1t — 212 + O(t3), e =1+t + 312 + O(t3), In(1 + t) =
t—32+0(t%), &4 =1+t +O0(t?) dat — 0. Da fas (dar = /22 +y2 — 0)

> I-t

f(x,y) = 1+2$_2y62$+y2_ln(1+3x—y)

1—x+2y

i %(29; ~oy) - é(m 2+ O™ + 20+ + %(29& )%+ 00
By 3@ - 9)? + OGN+ (z - 29) + O()]

1 1
=[l+z—y— -2 +ay— —y> + O]l + 2z + y* + 227 + O(r®)]

2 2
9 1
—Br—y-— 53:2 + 3zy — §y2 + O+ — 2y + O(r?)]
7 9 L, 3 3 o 3 9 3
:1—|—3x—y+§x —a:y—|—§y +O(T)—[3x—y—§z —4;l:y+§y + O(r°)]

=1+452% 4+ 3zy — y* + O(r%).

Ur detta avldser vi att f;,(0,0) = f;(0,0) = 0, dvs. origo &r en stationér punkt. Tillhérande kvadratisk
form &r Q = 2(52% 4 3zy — y?) = —2(y — 2£)? + 222, som &r indefinit, varfor origo &r en sadelpunkt.

2. f(z,y) = 23y, > +2y? < 1. Vi har att Vf = (32%y,23) = 0 da z = 0. Men f(0,y) = 0 kan varken vara
max. eller min. (ty f antar bade positiva och negativa viarden). Max. och min. 6ver omradet antas alltsi
paranden 22+2y% = 1. Vi har att sdka max. och min. av f(z, y) under bivillkoret g(x,y) = 22 +2y? = 1.
I punkter dir max. och min. antas (sddana punkter finns, eftersom f &r kontinuerlig, och randen &r
kompakt) dr Vf och Vg = (2z,4y) parallella. Vi méaste ha

2, .3
3;;/ iy = 1227y — 22 = 22%(6y* — 2?) = 0.
Eftersom = # 0 enligt ovan, far vi 6y — 22 = 0. 22 = 692, 22 +2y? = &% =1, y = iﬁ,
22 =0 =3 3=+ (alla teckenkombinationer). Motsvarande funktionsviirden &r i%ﬁ = 346
Max.vérde: 33#, min.virde: 733—2\/6.

3. F=(P,Q), dir P = g(zy)(2x + 2%y) och Q = g(zy)z3. Villkoret for att F skall vara ett potentialfilt
&r P) = Q.. Vihar P} = g(zy)z® + ¢/ (zy)z(2x + 2%y), Q) = g(xy)32® + ¢'(xy)y - 2°, varfor
g(zy)z® + 2¢'(xy)a® + ¢ (zy)2’y = 3g(xy)a® + ' (xy)2’y,  2¢'(xy)a® = 2g(ay)a’.

Funktionen ¢(t) satisfierar alltsa differentialekvationen ¢'(t) = g(t), s& att g(t) = Cel. Vi kan ta
g(t) = et, och da blir F - dr = Pdz + Qdy = (2z + 22y)e®dz + x3e®dy = d(z%e™). Alltsa #r en
potential z2e®Y.

doa. v+ P+ =1, (e -1+ =22 -2 +1+9% =1. Alltsa ar (22 +y% =)1 — 22 = 22
och —2zdz = 2dx, dvs. zdz = —dz pa 7. Projektionen v, av v pa zy-planet dr en del av cirkeln

(z —1)? +y? = 1 genomldpt fran (3, @) till (1, —?) i positiv led.

/F~dr:/x3dz+y2dy+xzdz:/ 22dx + y?dy — z dx
v Yy 71



b. En MATLAB-kod:
fi=-pi:pi/30:pi;
th=0:pi/26:pi;
[Th,Fil=meshgrid(th,fi);
x1=sin(Th) . *cos(Fi);
y1=sin(Th) .*sin(Fi);
z1=cos(Th) ;
surf(x1l,y1,z1), hold on
[Fi,Z]=meshgrid(fi,-1:1/10:1);
x2=1+cos(Fi) ;
y2=sin(Fi); 1
z2=17; " o8
surf (x2,y2,22) " as
axis([-1 2 -1 1]), axis equal

5. Projektionen D av K pa xy-planet fas av % +4y? <2z +4y+2, (v —1)> +4(y — 1) < 4, sa att D ir
en ellips med centrum i (1, %) och halvaxlar 2 och 1. Enligt Gauss’ sats &r

// F-NdS:/// V.Fdxdydz:/// (y? + 2 + 1)dxdydz
oK K K
2x+4y+2
:// {/ (y2+x3+l)dz} dxdy
D x24+4y2

:// (v? + 2% +1) (22 + 4y + 2 — (2 + 4y?) ) dady
D
1
:// (y2+x3+1)(4_($—1)2—4(y—§)2)dxdy
D
1
= [ac: 1+ 2rcosp, y= §—|—7“Sin<p, dxdy = 2r drdyp
2m 1 1
:/ / [(5+rsin<p)2+(1+2rcos<p)3+1](4—4r2)2rd7“dg0
0 0
27 1 9
:8/ /(Z”Siw*rzsmzwwmomﬁ12T2COS2@+8T3COS3¢)(T—r3)drdso.
o Jo
Nu dr f027r sinp dp = f027r cospdp = foz7T cos” @ dip = 0, foz7T sin® o dip = fo27T cos® @ dp = m. Vi far
1
0
91 1 1 1
= —(z—~ 13(= = 2)) = Z

//8KF-NdS:8/ (ZQW(T—T3)+137r7“2(r—r3))dr:877/01 (g(r—T3)+13(T3—r5)) dr




