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1. Låt  . 
 

( ) 33 68, yxyxyxF ++=

a) Bestäm alla stationära punkter till  F  och deras karaktär. 
 

b) Visa att nivåkurvan  ( ) 1, =yxF   lokalt kring punkten  ( )1,1 −   är en funktionskurva  
  och bestäm  . 

 

( )xfy = ( )1f ′

 

 
 
(6p) 
 

 
(3p) 

2. 
 

Låt   ( ) ( ) ( ) ( )( )yxyxFI sinsin,coscos −=       
och  .    
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) π⎯→⎯−= tttttC 0,sinhsin,coshcos:

a) Är  FI   konservativt i  2RI ? Om ja, bestäm en potential till  FI   i  2RI . 
 

b) Beräkna  . ∫ •
C

dFI 

c) Beräkna arean av området mellan  C  och  x-axeln. 
 

 
 

 
 
 
 
 
(4p) 
 
 

(3p) 
 
(4p) 
 

 

3. 
 
 
 
 
 
 

 

Låt  ( ) xyyxf −=1,   och  . 
 

1: 22 ≤+ yxD

a) Beräkna volymen av kroppen  ( ) ( ) ( ){ }yxfzDyxzyxK ,0,,:,, ≤≤∈= . 
 

b) Beräkna arean av ytan  ( ) ( ) DyxyxfzY . 
 

c) Är  f  differentierbar i origo? 
                                                                                                               

 
 

 
 
 

(5p) 
 

(5p) 
 
(5p) 

 

4. 
 

Låt  ( )zxxzyzyxxzyxFI sin,sin)(cos,cos),,( 22 −++=   vara hastighetsvektorn 
för en stationär strömning av en inkompressibel vätska. 
 
 

a) Visa att  FI  är källfritt (2p) och bestäm en vektorpotential  A  för  FI   (5p)       
(ledn.: ansätt  ). ( )),,(,0),,,(),,( zyxqzyxpzyx =A
 

b) Bestäm volymen av den vätskemängd som per tidsenhet strömmar nedåt genom 
 

ytan  ( ) 2
22cos22 ,:

22
4
1

ππ ≤++−= +− yxeyxzY . 
yx

     

 
 
 
 
(7p) 
 

 

 
(6p) 

 
 

5. a) Visa att om    är deriverbar i en punkt  a  och antar i  a  ett extremvärde 
så är  a  en stationär punkt. 
 

RIRIf n →:

b) Formulera och bevisa en sats om derivering av en sammansatt funktion  ( ) ( )( )tytxf , .

 

 

 
(5p) 
 

(7p) 

∈= ,,,:

 
Betygsgränser:   24p – 35p  ger betyget 3,     36p – 47p  ger betyget 4,      48p  eller mer  ger betyget 5                BB             



Tentamen i �ervariabelanalys för F1
(mve035), 07-08-28

uppg. 1
F (x; y) = 8x3 + 6xy + y3.

a)
F 0x = 24x

2 + 6y = 0
F 0y = 6x+ 3y

2 = 0

�
=) (�6xy =) 24x3 = 3y3

=) 8x3 � y3 = (2x� y)
�
4x2 + 2xy + y2

�| {z }
>0

= 0 () 2x = y

=)
F 0
x=0

4x2 + 2x = 0 =) x = 0 eller x = � 1
2 ,

det ger de stationära punkterna (0; 0) och
�
� 1
2 ;�1

�
. Deras typ fås med

den kvadratiska formen Q (h; k) = F 00xx (a; b)h
2+2F 00xy (a; b)hk+F

00
yy (a; b) k

2:
(0; 0)

�
� 1
2 ;�1

�
F 00xx = 48x 0 �24
F 00xy = 6 6 6

F 00yy = 6y 0 �6

, det ger för (0; 0): Q (h; k) = 12hk som är

inde�nit, (0; 0) är alltså en sadelpunkt (det inses även direkt!), för
�
1
2 ; 1
�
fås

Q (h; k) = �24h2 + 12hk � 6k2 = �6
�
(k � h)2 + 3h2

�
som är negativt

de�nit,
�
� 1
2 ;�1

�
är alltså en str. lokal maximipunkt.

b) F (1;�1) = 1 (punkten (1;�1) ligger på nivåkurvan F (x; y) = 1), F är
C1 och F 0y (1;�1) = 9 6= 0, implicita funktionssatsen ger då att

nivåkurvan F (x; y) = 1 lokalt kring (1;�1) C1-kurva y = f (c), kedjeregeln
ger d

dxF (x; f (x)) = F
0
x (x; f (x)) � 1 + F 0y (x; f (x)) � f 0 (x) = d

dx1 = 0

lokalt kring (1;�1), alltså f 0 (1)= �F 0
x(1;�1)
F 0
y(1:�1)

= � 18
9 = �2.

svar: a) (0; 0): sadelpunkt,
�
� 1
2 ;�1

�
: lok. maximipunkt b) f 0 (1) = �2

uppg. 2
F (x; y) = (P (x; y) ; Q (x; y)) = (cosx cos y;� sinx sin y), F är C1.

a) Q0x = � cosx sin y = P 0y =)
R2 bågv. shgd.

F är konservativt i R2. Alltså �nns en

potential �: �0x = cosx cos y ) � = sinx cos y + g(y) =)
�0y = � sinx sin y + g0 (y)

!
= � sinx sin y =) g (y) = c, alltså är

� (x; y) = sinx cos y en potential.

b) C är en kurva från r (0) = (�1; 0) till r (�) = (cosh�; 0), alltså är med

1



potentialen från a)
R
C

F � dr = �(cosh�; 0)� � (�1; 0) =

= sin (cosh�) + sin 1.

c) Arean av D = området mellan x-axeln och kurvan

C : r = r(t) = (� cos t cosh t; sin t sinh t)) ; 0 t�! � är
m (D) =

RR
D

dxdy =
Green

1
2

R
@D

�ydx+ xdy = [@D moturs genoml.] =

[@D = C + C1 där C1 =
�

x = t; dx = dt
y = 0; dy = 0dt

; � 1 t�! cosh� ]

1
2

0R
�

(� sin t sinh t (sin t cosh t� cos t sinh t)� cos t cosh t (cos t sinh t+sin t cosh t)) dt =

[trigonometriska resp. hyperboliska ettan]= 0+1
2

�R
0

(sinh t cosh t+ sin t cos t) dt =

= 1
4

�
sinh2 t+ sin2 t

��
0
= sinh2 �

4 . Alternativt:

m (D) =
cosh�R
�1

y (x) dx med subst. x = � cos t cosh t, y = sin t sinh t...
svar:

a) F är konservativt med potential sinx cos y b) sin (cosh�) + sin 1 c) sinh2 �
4

uppg. 3

f (x; y) = 1 � jxyj, D : x2 + y2 � 1.

Sätt D+ : x2 + y2 � 1; x � 0; y � 0 och beakta symmetrin!
a) Volymen av kroppen K : (x; y) 2 D; 0 � z � f (x; y) är [f (x; y) > 0 på D]
4
RR
D+

f (x; y) dxdy = 4
RR
D+

(1� xy) dxdy = [pol. koord.] =

= 4

�
2R
0

1R
0

�
1� r2 cos' sin'

�
rdrd' = 4

�
2R
0

�
1
2 �

1
4 cos' sin'

�
d' =

=
�
2'� 1

2 sin
2 '
��
2

0
=� � 1

2 .

b) Arean av ytan Y : z = f(x; y); (x; y) 2 D är

2



4
RR
D+

q
1 + (f 0x (x; y))

2
+
�
f 0y (x; y)

�2
dxdy =

= 4
RR
D+

p
1 + x2 + y2dxdy = [pol. koord.] = 4

�
2R
0

1R
0

p
1 + r2rdrd' =

= 4 � �2 �
h
1
3

�
1 + r2

� 3
2

i1
0
= 2�

3

�
2
p
2� 1

�
.

c) Vi kollar först om de partiella derivatorna existerar i origo:
f(x;0)�f(0;0)

x = 1�1
x = 0

x!0�! 0 = f 0x (0; 0)
f(0;y)�f(0;0)

y = 1�1
y = 0

y!0�! 0 = f 0y (0; 0)

)
f är alltså partiellt deriverbar

i origo; då kollar vi om f är di¤erentierbar i origo, dvs. om det relativa felet

� (x; y) =
f(x;y)�f(0;0)�f 0x(0;0)x�f

0
y(0;0)yp

x2+y2
= 1�jxyj�1�0�0p

x2+y2
= � jxyjp

x2+y2

går mot 0 då (x; y)! (0; 0):
lim

(x;y)!(0;0)
� (x; y) = lim

r!0
� (r cos'; r sin') = lim

r!0

�r2 cos' sin'
r = 0, det ger att

f är di¤erentierbar i origo.

svar: a) � � 1
2 b) 2�

3

�
2
p
2� 1

�
c) ja

uppg. 4
F (x; y; z) =

�
cosx; x2y cos z + (y + z) sinx;�x2 sin z

�
, F är C1.

a) divF = @
@x cosx+

@
@y

�
x2y cos z + (y + z) sinx

�
+ @

@z

�
�x2 sin z

�
=

= � sinx+x2 cos z+sinx�x2 cos z = 0, F är alltså källfritt och har därmed
en vektorpotential A, dvs. F = rotA; med A = (p; 0; q) skall�
cosx; x2y cos z + (y + z) sinx;�x2 sin z

�
=
�
q0y; p

0
z � q0x;�p0y

�
:8<:

q0y = cosx =) q = y cos z + h (x; z)
p0z � q0x = x2y cos z + y sinx+ z sinx

�p0y = �x2 sin z =) p = x2y sin z + g (x; z)

=) p0z � q0x = x2y cos z + g0z + y sin z � h0x
!
= x2y cos z + y sinx+ z sinx

=) g0z � h0x = z sinx, det är uppfyllt om vi t. ex. väljer
g � 0 och h (x; z) = z cosx, det ger A =

�
x2y sin z; 0; (y + z) cosx

�
.

b) Eftersom divF = 0 vill vi helst avända Gauss: Betrakta kroppen
K =

n
(x; y; z) : x2 + y2 � �2

4 ;
�
2 � z � f (x; y)

o
där

f (x; y) =
�
� �

p
x2 + y2

�
e�

1
4 cos

p
x2+y2 : Flödet in i K är (n = normalen

inåt K)
RR
@K

F � ndS =
RR

Y [D
F � ndS =

Gauss
�
RRR
K

divFdxdydz = 0 där

D =
n
(x; y; z) : x2 + y2 � �2

4 ; z =
�
2

o
, �ödet av F nedåt genom Y är alltsåRR

Y

F �ndS = �
RR
D0
F � (0; 0; 1) dxdy = [med D0 =

n
(x; y) : x2 + y2 � �2

4

o
]

= �
RR
D0

�
cosx; x2y cos �2 +

�
y + �

2

�
sinx;�x2 sin �2

�
� (0; 0; 1) dxdy =

3



=
RR
D0
x2dxdy = [pol. koord.] =

2�R
0

�
2R
0

r2 cos2 r'drd' =
2�R
0

�
2R
0

r3 1+cos(2')2 drd' =

= �
h
r4

4

i�
2

0
=�5

64 .

Alternativt kan �ödet beräknas med a):
RR
Y

F � ndS =
RR
Y

rotA � ndS =
Stokes

=
R
@Y

A � dr där @Y : r = r (t) =
�
�
2 cos t;

�
2 sin t;

�
2

�
; 2�

t�! 0,

�ödet är alltså
R
C

A � d r =

=
0R
2�

��
�
2 cos t

�2 �
2 sin t sin

�
2 ; 0;

�
�
2 sin t+

�
2

�
cos �2

�
�
�
��
2 sin t;

�
2 cos t; 0

�
dt =

=
2�R
0

�
�
2

�4
cos2 t sin2 tdt = �4

64

2�R
0

sin2 (2t) dt = �4

64

2�R
0

1�cos(4t)
2 dt = �5

64 :

svar: a) A=
�
x2y sin z; 0; (y + z) cosx

�
b) �5

64

Ytan ser ut så här:

4
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