Matematik CTH&GU

Tentamensskrivning i flervariabelanalys F1 (MVEQ035) och reell matematisk analys F,
delB (TMA975), 2007-08-28, kl. 14.00-18.00 i V
Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa
Telefon: Bernhard Behrens, tel. 0768-681630
OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inlamnat blad du vill ha réttat.

1. L&t F(x,y)=8x%+6xy+y°.
a) Bestdam alla stationdra punkter till F och deras karaktar.

b) Visa att nivdkurvan F(x,y)=1 lokalt kring punkten (1,-1) &r en funktionskurva
y = f(x) ochbestam f’(1).

2. Lat IF =(cos(x)cos(y),—sin(x)sin(y))
och C:r =(-cos(t)cosh(t), sin(t)sinh(t)), 0—— 7.

a) Ar IF konservativti IR?? Om ja, bestam en potential till IF i IR?.

b) Berdkna I IFedr.
C

c) Berakna arean av omradet mellan C och x-axeln.

3. Lat f(x,y)=1-|xy] och D:x*+y?<1.
a) Berdkna volymen av kroppen K ={(x,y,2): (x,y)e D,0<z< f(x,y)}.
b) Beraknaareanav ytan Y :z= f(x,y), (x,y)eD.
c) Ar f differentierbar i origo?

4. Lat F(x,y,2)= (cos X, X2y cosz + (Y +z)sin x, —x?sin z) vara hastighetsvektorn
for en station&r stromning av en inkompressibel vétska.

a) Visaatt IF ar kallfritt (2p) och bestam en vektorpotential A for IF (5p)
(ledn.: ansatt A(x,y,2)=(p(x,Y,2),0, q(x,y,2))).
b) Bestdam volymen av den vatskemangd som per tidsenhet strommar nedat genom

leos SxZ1v2
ytan Y:z:(ﬂ—w/x2+y2)e N S A

5. a) Visaattom f: R" — R arderiverbarien punkt a och antar i a ett extremvarde
sd ar a en stationar punkt.

b) Formulera och bevisa en sats om derivering av en sammansatt funktion f(x(t), y(t)).

Betygsgranser: 24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget4,  48p eller mer ger betyget 5
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Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 07-08-28

uppg. 1

F (z,y) = 823 + 6zy + y°.
F, =242 + 6y =0
8 —6r+3y =0
y vy =
— 82—y = (20 y) (18 4 2y +97) =0 = 20 =y
—

= (—6zy =) 2423 = 3>

>0
— 422 +22 =0 = z =0 eller x:—%,
F1=0

det ger de stationéira punkterna (0,0) och (—%, —1). Deras typ fas med
den kvadratiska formen Q (h, k) = F}/, (a,b) h*+2F), (a,b) hk+F}), (a,b) k*:

(07 O) (_%7 _1)
F7 =148z | 0 —24 ) )
F7 =6 G G . det ger for (0,0): Q (h,k) = 12hk som &r
F' =6y |0 =6

indefinit, (0, 0) &r alltsa en sadelpunkt (det inses &ven direkt!), for (3,1) fas
Q (h k) = —24R% + 12hk — 6k = —6 ((k — )%+ 3h2) som dr negativt

definit, (—%, —1) dr alltsa en str. lokal maximipunkt.

b) F(1,—1) =1 (punkten (1, —1) ligger p& nivikurvan F (z,y) = 1), F &r
C' och F, (1,—-1) =9 # 0, implicita funktionssatsen ger da att

nivakurvan F (z,y) = 1 lokalt kring (1, —1) Cl-kurva y = f (c), kedjeregeln
ger f£F (v, f (2)) = Fy (2, f (2)) - 1+ Fy (2, f (2)) - f' (@) = £1=0

lokalt kring (1, —1), alltsa f/ (1)= —?8:3 =-2¥= -2

svar: a) (0,0): sadelpunkt, (—3,—1): lok. maximipunkt b) f'(1) = -2

uppg. 2

F (z,y) = (P (z,v),Q (z,y)) = (cosz cosy, —sinz siny), F &r CL.

a) Q,=—coszsiny =P/ = F &r konservativt i R, Alltsa finns en
z Y Re bagv. shgd.

potential ®: &/ = coszcosy = ® =sinxzcosy + g(y) =
®), = —sinzsiny + ¢’ (y) = —sinzsiny = g (y) = ¢, alltsa ar
® (z,y) = sinx cosy en potential.
b) C &r en kurva fran r(0) = (—1,0) till 7(7) = (cosh,0), alltsi dr med




potentialen fran a) [F edr = & (coshm,0) — ®(—1,0) =
c_

= sin (cosh7) + sin 1.

c) Arean av D = omradet mellan z-axeln och kurvan
C:r=r(t) = (—costcosht,sintsinht)), 0 — 7 &r
m (D) =[[ da:dsz 3 | —ydz + zdy = [0D moturs genoml.] =
D reen BD

r=t,dr=dt

t
y =0, dy = 0dt — 1 —> cosh]

[8D:C+01 déirClz{

0
1 [ (—sintsinht (sint cosh t— costsinht) — cost cosht (costsinh t+ sint cosht)) dt =
™

[trigonometriska resp. hyperboliska ettan] = O+% J (sinhtcosht + sintcost) dt =
0

=1 [Sinh2 t + sin? t]g :%. Alternativt:
coshm

m(D)= [ y(x)dr med subst. z = —costcosht, y =sintsinht...
1

svar:

’a) F &r konservativt med potential sinz cosy b) sin(coshm) +sinl c¢) %‘

uppg. 3

f(xay>:1_|$y|v D$2+y2§ L.

Siatt DV 22 + 4% <1, >0, y > 0 och beakta symmetrin!
a) Volymen av kroppen K : (z,y) € D, 0 < z < f(x,y) ar [f (z,y) > 0 pa D]
4 [[ f(z,y)dzdy =4 [[ (1 — 2y) dedy = [pol. koord.] =
D+ D+
=4

(1 —r2 cos<psin<p) rdrdy =4 (% — %cosgosingo) dp =

O3
O%»—A
O3

= [2(,0—%5‘111290}03 :71'—%.

b) Arean av ytan Y : z = f(z,y), (z,y) € D &r



LI+ B (@90 + (F) (2,y)) *dady =
D+

—4ff\/1—|—x2—|—y dxdy = [pol. koord.] = 4
=4-g-[g<l+r>2]o=%<m—1>-

c) Vi kollar forst om de partiella derivatorna existerar i origo:

1
J V1472 V1+r2rdrde =
0

ST

F@0-100) _ 121 _ 9229 = £ (0,0)

} f dar alltsa partiellt deriverbar

f(o’y)rf(o 0) _ 1-1 _ 0= y—0 0= f/ (0 0)
y
i origo; da kollar vi om f &r dlfferentlerbar i origo, dvs. om det relativa felet
p(Jf y) f(@,y)—£(0,0)—f, (0,0)z— ,(Oo)yzl |zy|—1—0— 0o _ _ |zy|
Va2+y? Va2 ty? Vaity?

gar mot 0 da (z,y) — (0,0):

lim  p(z,y) = hmp(r cos @, Tsinp) = hmw =0, det ger att
(2,y)—(0,0) r—0

f &r differentierbar i origo.

svar: a) 7—1  b) ¥ (2v2-1) c¢)ja |

uppg. 4

F(z,y,2) = (cosat,xgycosz + (y + 2)sinx, —a? sinz), F &r CL.

a) divF = 2 cosz + 5 O (22ycosz+ (y + 2)sinz) + £ (—a?sinz) =
= —sinz +x2cosz+sinz — 22 cos z = 0, F ar alltsa killfritt och har dirmed
en vektorpotential A, dvs. F = rotA; med A = (p, 0, q) skall
(cosz,z?ycosz + (y + 2)sinz, —z?sinz) = (q’y,p’z —q., —p;):
q, =cosT = q=ycosz+h(z,z)
p. —q, = 2%ycosz +ysinz + zsinw
—p, = —a’sinz = p=axPysinz+g(z,z)
= p. — ¢, =a2%ycosz+ g, +ysinz — k), < 2%ycosz + ysina + zsinz
= ¢, — hl, = zsinz, det & uppfyllt om vi t. ex. viljer
g=0och h(zx,z) =zcosz, det ger A = (ac2ysinz,0, (y+ 2) cosm).

b) Eftersom diwF = 0 vill vi helst aviinda Gauss: Betrakta kroppen
K:{(ﬂf y,2) 2+t < T E< 2 < [, y)} dar

f(z,y) (7r — m) e 1o Vo +u?, Flsdet in i K dir (n = normalen
indt K) [[FendS= [[FendS = - [[[diwFdxdydz =0 dar
K YUD Gauss g
D= {(m,y,z) cx? 2 < %Q,Z = g}, flodet av F nedat genom Y ér alltsa
JJFondS = [[Fe(0,0,1)dudy = med D' = {(z,) : 2* +y* < 5 }]
i —If (cos:z:,xQI;cosg + (y+ 3)sinz, —2?sin %) ¢ (0,0, 1) dedy =
Y



[\v]
[\v]

= [[ 2?dzdy = [pol. koord.] = [ [r?cos®redrde = [ T3H%S(2“’)drd<p =
D/

S
O —uh
S

O —uh

=[x =&
Alternativt kan flsdet berdknas med a): [[F e ndS = [[ rotA e ndS =
1% 1%

Stokes
:8{/Aodr dér 0Y : v =r(t) = (3 cost, I sint,Z), 2w -0,
flodet &r alltsé [Aedr =
c

((g cost)2 5 sintsin 5,0, (g sint + %) cos %)o(—% sint, gcost,O) dt =

[
S —=¥Ii—o

)4 22 7t e 22 at T 1—cos(4t) o
(3) cos?tsin® tdt = @{sm (2t)dt = & of —dt = &

svar: a) A=(z%ysinz,0,(y + 2)cosz) b) 76%51 ‘

Ytan ser ut sa héir:
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