Tentamen i Flervariabelanalys F/TM, MVE035
2011 03 17 kl. 8.30-12.30.

Hjalpmedel: Inga, ej raknedosa.

Telefon: Urban Larsson, tel 070-3088304

For godként kridvs minst 24 poédng.

Betyg 3: 24-35 poing, betyg 4: 36-47 poing, betyg 5: 48 poing eller mera. Bonuspoing fran 2011 ingar.
Losningar samt uppgifter om granskning av rittade tentor kommer pa kursens hemsida:
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/mve(035/1011

Skriv program och inskrivningsar pa omslaget, skriv personliga koden pa samtliga inlimnade papper.

1. (a) Bestim tangentplanet till ytan z = 4 4 22%y — y3 i punkten (—1,1,5).
(b) Vilken typ av stationér punkt har funktionen
f(z,y) =2+ 22 + 4oy + y? + 5z?y — 32> i origo? Motivera!

(¢) Ytan coszxsiny cos z + sinx cosysin z + cosx cosy cos z = 1 definierar en av
variablerna som en funktion av de tva andra lokalt kring origo. Vilken av dem &r
funktion av de andra? Motivera!

(d) Visa att kraftfiltet F'(z,y,2) = (ysinyz, 1 + zsinyz + zyz cos yz, 2y cos yz)
har en potential och berikna det arbete F utrittar pa en partikel som forflyttas
lings en rit linje frn (1, 7, 3) till (3,1, 7).

2. Beriikna massan av kroppen K = {(z,7,2) : 2> + 9y + 22 <2, y > 0, z > 0} vars
z

densitet ges av funktionen p(z,y, 2)

T 1t a2+ g2+ 22

e

(a) Beriikna kurvintegralen / (Y — y)dx + (e*TY — 1)dy, dir v ér den halvcirkel

~
som gar genom forsta kvadranten fran origo till punkten (1,0).

(b) Anvind Stokes sats for att berﬁkna/ F . dr, dir F(x,y,2) = (2%, “3—3, xy) och
C

dir C ir skirningskurvan mellan cylindern 22 + 32 = 1 och ytan z = y? — 22

orienterad moturs sedd “uppifran”.

4. Temperaturen i omradet D = {(x,y, z) : 42 + y? + 422 < 16} ges av funktionen
T(z,y,2) = 822 + 4yz — 162 + 50. I vilken punkt i omrédet D &r temperaturen ligst?

5. Tva rita cirkuldra cylindrar har bada radien 1. Cylindrarnas axlar skir varandra under
rit vinkel.

(a) Berikna volymen av snittet mellan cylindrarna.

(b) Beridkna arean av den yta som begréinsar cylindrarnas snitt.
6. Bevisa att varje reellvird C'-funktion av tva variabler ir differentierbar.

7. (a) Formulera Gauss sats.
(b) Hirled formeln

///D(Vf‘Vg—i—ng) d:cdydz—/anVg‘NdS

under foljande forutsittningar: f och g dr C?-funktioner, D, 9D och N ir som i
Gauss sats. Symbolen A star for Laplaceoperatorn V - V.
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Losningar till tentan MVEO035 2011-03-17

1. (a) Metod I: Tangentplanet ges av ekvationen
z=f(=LD)+ fa(=L D+ 1)+ f,(=1, D)y — 1)
dir f(z,y) = 4 + 22°y — y® och ddrmed f(—1,1) =5, fo(—1,1) = —4, f/(-1,1) = —1.
Metod II: Ytan uppfattas som nivdytan g(z,y, z) = 4 till funktionen g(z,y,2) = z — 2z%y + >, varvid
Vg(—1,1,5) dr normalvektor till det sokta tangentplanet. Planets ekvation blir da
Vg(-1,1,5) - (z+ 1,y — 1,2 —5) = 0.
Tangentplanets ekvation dr 4(z + 1) + (y — 1) + (2 — 5) = 0, eller pa vanlig normalform 4x +y + z = 2.

(b) Den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen av f(x, y) i origo kan utldsas direkt ur funktionsuttrycket: Q(z,y) =
x? 4 4xy + y>. Efter kvadratkomplettering fir vi Q(z,y) = (z + 2y)? — 3y?, som ir indefinit (Q(1,0) >
0, Q(—2,1) < 0). Da vet vi att (0, 0) dr en sadelpunkt.

(c) Ytan dr en nivayta till funktionen f(z,y,z) = cosxsiny cos z + sinx cos y sin z + cos x cos y cos z. Vi kon-
trollerar de partiella derivatorna i origo: f;,(0,0,0) = 0, f,;(0,0,0) = 1, f.(0,0,0) = 0. Enligt implicita
funktionssatsen innebir f; (0, 0,0) # 0 att y lokalt éir en C'-funktion av x och z.

(Aven z eller z skulle mojligen kunna uttryckas lokalt som funktion av de Svriga, men implicita funktionssatsen
lovar ingenting! Hir rédcker det dock att ange en variabel som med visshet &r en funktion av de 6vriga.)

(d) Vi soker en potential, dvs en C*-funktion U som uppfyller VU = F'.
U, = ysinyz = U(z,y,2) = zysinyz + g(y, 2)
U, =1+uzsinyz +zyzcosyz = g,(y,2) =1 = g(y,2z) =y + h(z)
UL = zy*cosyz = h/(z) =0, vikan vilja h(z) = 0.
Alltsé: en potential dr U(z,y, z) = zysinyz + y.
Vi kan nu berikna arbetet som en potentialdifferens: W = U(3,1,7) —U(1,7, 1) =1 — 2m.

2. Vi byter till rymdpolira koordinater (z,v,z) = (rsin@ cos ¢, rsinfsin ¢, r cos§) med Jacobianen J = r2siné.
Omrédet K avbildas dd pad K’ = {(r,0,¢) : 0 <r < V2,0<6< %, 0 < ¢ < m}. Massan blir
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3. (a) Med D = halvcirkelskivan med medelpunkt i (%, 0) och radie %, med 0D positivt orienterad och med L =
x-axeln frén origo till (1,0) s& blir 8D = —~ + L. Det integrerade filtet ar C* i hela planet, s vi kan anvinda
Greens formel:

/BD (€Y —y) de+(e" TV —1) dy = //D(a%(e“y—n—%(e”y—y))d:cdy: //Dl dedy = area(D) =
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(b) Filtet Far C* overallt, ytan Y : v(z,y) = (z,y,y*> — %) dir (x,y) € D = {(2,9) : 2° + y* < 1} och dess
rand C #r C'. Med C orienterad enligt beskrivningen och Y med normal “uppét” ger d4 Stokes sats:

3
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4. Omradet D &r kompakt (begrinsat av en ellipsoid), funktionen 7" dr kontinuerlig. Ddrmed garanteras existensen av bade
storsta och minsta virde av 7" pa D av en sats. Dessa vérden kan antas i stationdra punkter i det inre av D (7" har
partiella derivator dverallt) eller sé antas de pa randen av D.

Vi undersoker T':s stationéra punkter. Eftersom VT'(z, y, z) = (16x, 4z, 4y — 16) sé ser vi att enda stationdra punkten
(0,4, 0) tillhér randen av D.

Aterstdr en undersdkning av dD. Vi séker did minimum av 7" under bivillkoret g(z,y, z) = 4z% +y? + 42> — 16 = 0.
OD ir ocksa dr en kompakt mingd, sa dven hir finns det vi soker p g a ovanndmnda sats. Varje punkt av 9D =
{(z,y,2) : g(x,y, z) = 0} dr en inre punkt till Dr N Dy och Vg # 0 pé hela 9D vilket innebér att minimipunkten &r
en 16sning till systemet

16z = A8z

{ VT = AVyg o 4z = Ny
g=20 4y —16 = A8z

4 4+ 9y2 +422° = 16

Vi ser att forsta ekvationen ger tva fall: A = 2 eller x = 0. Vi testar vad detta ger i de Gvriga ekvationerna.

Fallet A = 2:
4z = 4y
4y —16 = 16z
422 + 9% + 422 = 16
som ger z =y = —3 och x = +3, alltsd punkterna (+3, — 3, —3).
Fallet z = O:
4z = 2\y
dy—16 = 8z
Y 4422 = 16
De tva forsta ekvationerna ger 4z® = y(y — 4) (multiplicera med z respektive y), vilket insatt i den tredje ger

y? — 2y = 8 med l6sningarna y = 4, y = —2. Detta ger oss punkterna (0, 4, 0) och (0, —2, +/3).
Vi jamfor nu funktionsvérdena i alla de punkter som dr 16sningar till vért system:

7(0,4,0) = 50

T(+3,-3,—3)=24450>50

T(0, -2, —/3) = 50 + 24+/3 > 50

T(0,—2,v/3) = 50 — 24+/3 < 50.

Tydligen ir temperaturen liigst i punkten (0, —2, v/3).

Variant: Undersokningen pa randen kan ocksé goras genom att man substituerar z = x(y, z) (egentligen substituerar
man z2) ur ellipsoidens ekvation och sedan undersoker T (y, z) = T(x(y, 2),y, z) i omradet 4> + 422 < 16.

5. Om vi viljer cylinderaxlarna som z-axeln respektive x-axeln sa har vi

CylinderI: 2?2 +¢% =1
Cylinder Il: 3% + 22 =1

Om vi "tittar in” i cylinder I uppifran sa ser vi ndrmaste begrinsningsytan som utgérs av den del av cylinder IT som
ligger inom enhetscirkeln, dvs man ser ytan z = /1 — y2 i omradet D = {(z,y) : 2> + % < 1}. Fran motsatta hillet

ser vi ytan z = —4/1 — y2 inom D.

(a) Volymen V dr omradet mellan de nimnda ytorna, dvs (om vi later bli polira koordinater!)

1
41—y dy =3
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(b) Arean A bestér av fyra kongruenta ytor, av vilka en ges av = (z, y) = (z,y, /1 — y2), 2> + 4> < 1. Vi far

1
L X T = 0,71/ )| = —

Arean blir

A=4 / / vt xr;\ dxdy = (generaliserad, skér av y-intervallet i andarna) = lim 4 dxdy =
D

1
n— oo / Dy, /1 — y2
- Vi-y? 1 -3 2
= lim 4/ dy/ ————dz = lim 4/ 2dy = lim 8(2— =) =
n—oo 71+% _ /17y2 1— y2 n— oo 71+% n—oo n
Med en annan parametrisering kan man undvika generaliserad integral, men riakningarna blir enkla med x och y.
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7b . Kort utan detaljer: man anvinder Gauss sats pa ytintegralen av F' = fVg - IN, som da blir lika med trippelintegralen
av div(fVg) som beriiknas och visar sig vara V f - Vg + fAg.



