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8 1
(a) Bestdm en ekvation for tangentplanet till grafen for funktionen f(z,y) = zy + — + —
r Yy
i punkten (2,1, 7). (3p)
(b) Funktionen i (a) har en enda stationér punkt. Bestim den och avgor dess karaktér. (4p)
(c) En partikel ror sig ritlinjigt fran (1,0) till (2, 1) och paverkas av kraftfiltet
F = (zy, —2?). Berikna det arbete som filtet utrittar. (3p)
(d) Kring vilka punkter i zy-planet 4r avbildningen (z,) — (2% — 232, 2® 4 3°) lokalt
bijektiv? (3p)
. Berikna arean av ytan {(z,y, z) : 242 —2=0,0<2<1,0<y< x}. (7p)
. Beriikna /// xzdxdydz, dir D = {(z,y,2) :2 >0,y >0,0< 2z <y, 2?4+ 9% < 4}, (Tp)
D

Berikna ytintegralen // (V x F)-NdS, dir F = (ycos(xz), —xysin(z?), e’”Q) och
Y

Y drytan {(x,y,2) : 22 + 3> + (z — 1)® = 2, z > 0} med normalriktning ut fran z-axeln.  (5p)

. En bevattningskanal har en tvirsnittsprofil i form av ett parallelltrapets, se figuren! (7p)

Vattnets flodeshastighet antas bli omvént propor-
tionell mot den "vata omkretsen" P, dvs summan av
de tre heldragna lingderna i figuren. Vi antar nu att
tvérsnittsarean dr given = A och vill alltsd minimera
P under detta villkor. Bestdam kanalens bredd w i
bottnen och dess djup h, samt lutningsvinkeln 6 da
P &r minimal.

Beriikna / / e~ d@y)® dxdy, dér d(x,y) dr (minsta) avstandet fran punkten (x, y) till forsta

E
kvadranten av enhetscirkelskivan och E ir hela zy-planet utom nimnda kvartscirkelskiva. (7p)

Formulera och bevisa under lampliga forutsittningar kedjeregeln for en funktion f o g,
dir g 4r en funktion av en variabel med virden i R? och f en reellvird funktion av tva
variabler. (7p)

. Lat F vara ett vektorfilt definierat i en mingd  C R2. Antag att kurvintegralen av F' ir

oberoende av vigen i {2, och visa under lampliga forutsittningar pa F' och ) att féltet har
en potential i 2. (7p)
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1. (a) Videriverar: f (z,y) =y — e fylz,y) =2 — 7
Tangentplanets ekvation:

p=f20)+ L2 DE-2)+ 2 1DE-1) <= 2=T-(2-2)+(@y-1) < x-y+z=8

(b) For stationidr(a) punkt(er) 16ser vi ekvationssystemet V f = 0:

y— =0 y o= 3 vo= = vo=
— — —
r—% =0 = = e = 64 = 1

Enda stationira punkt ér alltsé (4, 5) Dess karaktir bestims av den kvadratiska formen

QUh) = F2(4 SN + 212, (4, Dbk + [, (4 DK dich =2 — 4, k =y — .

1
Vi har f;/r(mvy) = ;27 fa/c/y(w7y) = ]-7 f;’y(w7y) = y%a vilket ger

2
Q(h) = hZ + 2hk 4 16k° = i((h + 4k)? + 48K?), som ir positivt definit (dvs positiv for alla (h, k) # (0,0).

1
Detta medfor att (4, 5) ir ett lokalt minimum.

(c) Parametrisera strickan: r(t) = (1,0) +¢((2,1) — (1,0)) = (1 +¢,¢), 0 < t < 1.
Arbetet blir W = / F(r(t) r'(t)dt = / (A+8)t,—(1+)%) - (1,1)dt = / (=t—1)dt =—

(d) En garanti for lokal bijektivitet 4r att avbildningens funktionaldeterminant (Jakobian) #r skild fran noll.
Vi undersoker detta:

3
=

Detta innebiir att lokal bijektivitet féreligger atminstone i alla punkter utom de som ligger pa koordinataxlarna
och de som ligger pa linjen 2x + y = 0. (Understkning av dessa punkter krévdes inte).

‘ 2r  —4y

2. Ytan parametriseras litt av - och y-koordinaterna:
r(z,y) = (z,y,2° + 2y), med normalvektor r/, x 7}, = (=25, —2,,1) = (—2z,-2,1)

Arean #r da integralen av normalvektorns lingd ver parameteromradet D = {(z,y) : 0 <2 <1, 0 <y <z}, dvs

1 x 1
A:// |(—2m,—2,1)|dmdy:// \/4x2—|—5dmdy:/ \/4x2+5da:/ dy:/ xv/4x?2 +5dx =
D D 0 0 0

Y2755

R
= [12(4x —|—5)2] 12

0



3. Upprepad integration ger:

y 2
/// rz drdydz = (medE: {(z,y) :2*+y° <4,2>0,y 20}) :// dmdy/ xzdz:// %dwdy:
D D 0 D

z 2 3 .2 z 2 4
<med poléra koordinater, J = r ) = /2 dG/ WT‘ dr = /2 sin® 6 cos 0 d@/ % dr =
0 0 0 0

NI
3 ], l10], 15

4. Vibekantar oss forst med ytan, som &r en (stor) del av en sfir. Centrum r (0, 0, 1), radien v/2. Dess rand ir enhetscirkeln
i zy-planet (sétt in z = 0 i sfarens ekvation), som dr markerad med rott i figuren.

Ytan och filtet &r jittesnilla och Stokes sats kan tillimpas. Att integrera (V x F') - N 6ver ytan Y ir enligt Stokes
sats detsamma som att integrera F' ldngs kurvan Y, forutsatt att vi véljer orienteringen rétt. I detta fall &r normalen
pa “lampkupan” riktad utat (fran z-axeln), vilket betyder att Y ska genomldpas i positiv led i xy-planet (dér den ju
ligger). P4 Y dr z = 0 och didrmed formellt dz = 0, vi far:

I:// (V x F)-NdS = F~rdr:/ ycos(xz)d:t—xysin(zQ)dy—i—ezzdz:/ ydzr+0dy
Y oY

oY oY

Nu kan vi parametrisera enhetscirkeln, men vi kan ocksa anvéinda Greens formel (Stokes sats i planet) for att aterga till
en ytintegral, som i det plana fallet &r en dubbelintegral. Om D betecknar enhetscirkelskivan blir det till slut:

I://D(%—%z))d:cdy://D(—l)d:cdy:—m(D):—ﬂ'



5. Vikan vilja de tre strickorna w, b, h (se figuren nedan!) som variabler. Da har vi var mélfunktion

P(w,b,h) = w+ 24/b% + h?

som ska minimeras under bivillkoret att tvérsnittsarean #r A, dvs att g(w, b, h) = 0, didr

(arean utgors av tva rektangelareor med samma hojd h). Vi forutsitter forstas att A > 0.

Vi betraktar forst en kompakt delmingd av variabelrummet:
M = {(w,b,h) : 0<w<W,0<b<B,0<h<H, g=0}
och eftersom P #r kontinuerlig pa M har P bade storsta och minsta virde ddr. Om detta intrédffar i en inre punkt av M,

sa sdger teorin med Lagranges multiplikatormetod ("undantagsfallet"Vg = O ir inte aktuellt, eftersom det motsvarar
h =b=w = 0ochdirmed g = —A # 0) att denna punkt dr 16sning till systemet

1 = Ah
2b 1
2b _ \h \/b2"'7h2
VP = AVyg Vb2 +n?
= = 2h = btw =
g = 0 2h Ab + w) A "
Vi
A = h(b+w)
A = hb+w)
_ 4A
h = /3 wo= 3v3
2 _ _ A
6b° = 2b(b+w) = b = 77
A = V3bb+w) ho— N
V3

% = 0= g, och i den funna punkten blir P = 4V3A.

For att ordentligt motivera att detta &r vart minimum, konstaterar vi att om grianserna W, B och H vi valt i den kompakta
avskirningen M ir stora nog (t. ex. = +/A), si ir den punkt som befanns vara den enda 16sningen till vart system en
inre punkt i M. Om vi kan faststilla att virdena av P pa randen av M och utanfor M ér storre én i denna punkt,
sa aterstar bara den mojligheten att den funna punkten dr minimum av P dd ¢ = 0, bade pa M och globalt. For
w > W, b > B, h > H vixer P i vardera variabeln, sa dessa riktningar ir inga problem. For h = 0 kan inte
bivillkoret gilla. Aterstir di tva randytor: w = 0 och b = 0.

A2
w=0= bh=4, P=2/0+ 7

b=0 = wh:A,P:er%
w

Detta ger dértill tan 6 =

I bada dessa fall deriverar vi och hittar minsta vérden, hir utan detaljer:

P(0, VA, \/Z) = V8A samt P(V2A4,0,/ g) = V/8A. Dessa ir storre én det tidigare funna virdet 1/4v/3A som

alltsd dr vart minimum.

s e . _ 4A _ [A _m
Svar: For minimalt P ska vi ha w = ,/—3\/5, h = 75 och 8 = 7.

(Det gar forstas bra att arbeta med variablerna w, h, 6 ocksa.)



6. Vi delar in omradet i 6 delar enligt figuren: E = AU B U B2 UCy UC> U D.

Y

By A

CZ d=r-1

l?i Chl| Bi d= J/x-12+y2

=

I varje delomréde har funktionen d(z,y) en speciell form. Av symmetriskél blir bidragen lika frdn B och B, liksom
frin Cy och Cy. Dirfor ar [[, = [[, +2 [[5, +2 [[, + [[p-
0

o0 1 oo
Vi konstaterar ocksa att / e do = / e do = 3 / e dr = g (jamn integrand).
0 oo —o0
ILomrdde A édrd(z,y) = r — 1, ddr r = \/x? + y? (forldng radien fran origo till (z, y)).
Lomrade By érd(z,y) = v/(z — 1)% + y? (eftersom (1, 0) &r nérmaste punkt i kvartscirkeln).
Iomrade C ér d(z,y) = —y
I omrade D iér d(x,y) = r (origo ndrmaste punkt).

// e~ U= w)? dxdy = // e~ (r1)? dxdy = { poldra koordinater } = /2 / re” "% drdy =
A A o J1
_s2

{Byttill s = r — 11 inre integralen) :/2/ (s+1)e " drdo = T (|-© +/ e dr) = T4 IV
A 2 2 |, "o 17

I B; anvinder vi polira koordinater centrerade kring (1, 0), dvs

r = 14+rcosf
y = rsin 6

0 oo —r2q00
R e
By -z 0 0
4 5 1 0 2 ﬁ
// e~ H@w) d:cdy:/ dx/ eV dy= Y~
(o5} 0 —o00 2

I omréde D ir det ater polira koordinater som giller:
o2
do / re” " dr =
0

// e @)’ dxdy = // e dxdy = /
D A g
s ff o f], e e =
E A By cy D 4

J=r 0<r< oo, —ggego
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Slutligen har vi ddrmed



