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1. (a) Funktionen f(x,y) = 22 + 3> — 3y har tv4 stationira punkter.

Bestdm deras karaktérer (lokalt max/min eller sadelpunkt). 3p)
(b) Visa att ytorna 22 — 2yz + 3> = 4 och 22 4+ 2% — 22 = —1 skir varandra under
rét vinkel i punkten (1, —1,2). 3p)
(¢) Berikna / zdx + xdy + ydz dér C ir rita linjen fran (1, 1, 2) till (3,0, 3). (3p)
e}

d
(d) Kan man berikna e ur ekvationen y cos x = 2% + y%?
x
Gor detta och precisera villkoren. (3p)

2. En stromning har hastighetsfiltet v(z, y, 2) = (2z2, z + 22, 2% 4 y). Beriikna flodet

per tidsenhet av v ut ur det omrade som begrinsas av koordinatplanen och planet
20 4+ 2y + 2 = 2. (7p)

3. En partikel paverkas av kraftfiltet F'(z,y,2) = (2% — y® + 2, 2% +y — 22, —z + 9° + 23).
Beriikna det arbete som utrittas da partikeln ror sig ett varv moturs sett “uppifran” ldngs
skirningskurvan mellan konen 22 4+y>—22=0, 2 > 0,och paraboloiden 22 +y?+22=3. (Ip)

4. Bestdm storsta virdet av ax + by, ddr a och b &r positiva konstanter, pa kurvstycket
2t +y* =1, £ >0, y > 0. Glom inte att motivera existensen av detta maximum. (7p)

5. Berikna arean av ellipsoidytan som ges av ekvationen 22 + y2 + 222 = 2 (7p)

Ifall det skulle behévas, far du anvénda att / V1+t2dt = %(t\/ 14+ +1In(t+ V14 ¢2)).

6. For vilka reella tal o konvergerar den generaliserade dubbelintegralen (7p)

//1fty dxdy, dir D = {(z,y) : 0<z+y<oo, y<z <y+1}?
ZT

7. (a) Definiera integrerbarhet for en begrinsad funktion f(x,y) pa en kompakt rektangel

D={(z,y):a<x<b c<y<d}. (2p)
(b) Bevisa att om en funktion f(z,y) dr kontinuerlig pa den kompakta rektangeln D,
sa dr f integrerbar pa D. (5p)

8. (a) Bevisa att varje potentialfilt med potential av klassen C2 ir virvelfritt.
(Ska goras detaljerat, hinvisa inte till s.k. nablardkning!) (3p)

d oo o
(b) Ange tillrickliga villkor for att likheten Tu / flx,y)dx = / f{l(w, y) dz
Y Jo 0
ska gilla. (3p)



Korta losningsforslag till tentan 2013 03 16

1. (a) Funktionen f(z,y) = x® 4+ y® — 3y har tva stationira punkter.
Bestdm deras karaktirer (lokalt max/min eller sadelpunkt).

Los ut de stationiira punkterna: f., = 2x = 0, f; = 3y? — 3 = 0. Vi har tva stationira punkter: (0, 1) och
(0, —1). For att avgora deras karaktirer, berdknar vi den kvadratiska formen fran Taylorpolynomet

1
Q(h, k) = i(fg'flh2 + 22, hk + f,k?) i vardera punkten. Eftersomfy, = 2, fu, =0, fi = 6y, si far vi

for punkten (0,1) Q(h, k) = h? 4 3k? och for punkten (0, —1) Q(h, k) = h* — 3k>. Den forra kvadratiska
formen &r positivt definit, den senare indefinit. Detta betyder att (0, 1) ér ett lokalt minimum och (0, —1) ér en
sadelpunkt.

(b) Visa att ytorna 2> — 2yz + 3® = 4 och x? 4 2y*> — 2® = —1 skiir varandra under
réit vinkel i punkten (1, —1, 2).

Ytorna #r nivaytor till var sin funktion f(z,y, z) och g(z,y, z). Genom insittning konstaterar vi att punkten
(1,—1,2) ligger i bada ytorna. Deras gradienter #r vinkelrita mot ytornas tangentplan, sa om de #r sinsemellan
vinkelrita, sd dr ytornas tangentplan vinkelrita mot varandra. Vi ska alltsa kontrollera att gradienterna i punkten
(1,—1,2) ir vinkelrita. Vf = (2z, —2z + 3y%, —2y), Vg = (2z, 4y, —2z). Vi sitter in punktens koordinater
och tar skaldrprodukten: V f(1,—1,2) - Vg(1,-1,2) = (2,-1,2) - (2, —4, —4)

= 0, alltsd skir ytorna varandra under riit vinkel i (1, —1, 2).

(c) Berikna / zdx + xdy + ydz dir C idr rita linjen fran (1,1, 2) till (3,0, 3).
c

Linjen kan parametriseras enligt (x,y, z) = (1,1,2) +¢(2,—1,1), 0 < ¢ < 1. Vihar (2',y/,2") = (2,-1,1)
1 1
och/zdx+xdy+ydz:/(2+t,1+2t,17t) (2, / 4—t)dt =
c 0

d .
(d) Kan man beridkna %Y \r ekvationen ycosz = x2 + y2?

x
Gor detta och precisera villkoren.

Ekvationen kan skrivas som F'(z,y) = y cos z—2%—y* = 0 (nivakurva). Enligt implicita funktionssatsen ricker
det att F (a, b) # 0 for att y lokalt kring (a, b) ska vara en C'-funktion av z. I en sddan punkt kan man derivera

ysinx + 2x !

F.
ekvationen implicit: 3 cosz — ysina — 22 — 2yy’ = 0, vilket ger y' = (ocksd = —=2)1ide
cosx — 2y F;

punkter dir F, = cosz — 2y # 0.

2. En strdmning har hastighetsfiltet v(z, y, z) = (222, © + 2°, 2° + ). Beriikna flodet
per tidsenhet av v ut ur det omrade som begrinsas av koordinatplanen och planet
204+ 2y 4+ 2z = 2.

Omradet, som vi kallar K, begréinsas av tetraedern med hérn i (0, 0, 0), (1,0, 0), (0,1, 0) och (0, 0, 2). Dess rand utgors
av tre C*-ytor, filtet #r C'. D4 kan vi anvinda Gauss sats for flodet ut fran omradet:

@:// 'u-NdS:///V~'vdxdydz:/// 4z dxdydz
oK K K

Integralen kan beriknas med upprepad integration pa olika sitt, hir aterges tva.

Variant I
Om vi ldgger ett snitt vinkelritt mot z-axeln, far vi (projicerat pa xy-planet) triangeln D, = {(z,y) :z +y=1— %}
for varje z mellan 0 och 2. Vi dubbelintegrerar 6ver denna méngd, vilket ger (da integranden inte beror pa x eller )

1
4z ganger arean av triangeln, som 4r 5 (1- %)2. Sedan integreras resultatet i z-led fran O till 2. Alltsa:

@—/24zdz/ d:cdy—/24z1(1— E)de—‘/2(22—2224—i)dz— 2
0 D, 0 2 2 0 2 3
Variant II

Om D star for randytan i xy-planet, dvs D = {(z,y) : z +y < 1, x > 0, y > 0}, sé kan vi forst integrera i z-led fran
z = 0till z = 2 — 2z — 2y och sedan dubbelintegrera resultatet dver D:

2—2zx—2y
// d:rdy/ 4zdz—// (2 —2x —2y) dxdy—S// l-xz—-y dacdy—
1-z a3 Y=L _
—8/ dx/ l-z- )dy=8/ dac{ u} —8/ udaz:z
0 3 ¥=0 0 3
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3. En partikel paverkas av kraftfiltet F'(z,y, 2) = (z° — y® + z,2° + y — 2%, —z +4° + 2°).
Beriikna det arbete som utrittas da partikeln ror sig ett varv moturs sett “uppifran” 1dngs
skirningskurvan mellan konen z2 + y® — 2% = 0, z > 0, och paraboloiden z* + y* + 2z = 3.

For att fa fram enklare uttryck for skiarningskurvan, behandlar vi ekvationssystemet av de tva ytorna:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
“+y"—2° = 0 T° + = =z T+ z
2 y2 _ — 2 Y _ — 4 _
z“+y°+2z = 3 zZ“+2z = 3 z = 1+2

Eftersom konen skulle tas for positiva z, far vi fram att > + > = 1, z = 1 (enhetscirkeln med centrum i (0,0,1) i
ett plan parallellt med xy-planet). Lat Y vara den plana ytan (z = 1) innanfér denna cirkel. Om Y ges normalriktning
“uppat” sa blir den orientering som kurvan har i uppgiften den ritta for att tillimpa Stokes sats. Ytan, dess randkurva
och filtet ir alla C', s& det gar bra med Stokes sats, enligt vilken det sokta arbetet dr

W= der://(VxF)-NdS:// (2y+2z,2,3x2+3y2)v(O,O,l)dxdy:// (32% + 3y°) dady
Y D D

oY

Hir dr D enhetscirkelskivan i xy-planet, och vi riknar ut integralen med poléra koordinater:

3

1
W = 27r/ (3r?)rdr = <.
0 2

4. Bestidm storsta virdet av ax + by, dér a och b ér positiva konstanter, pa kurvstycket
z* +y* =1, £ >0, y > 0. Glom inte att motivera existensen av detta maximum.

Vi ska maximera f(z,y) = ax + by under bivillkoret g(x,y) = z* + y* —1 =0, z > 0, y > 0. Om vi adderar
punkterna (1,0) och (0, 1) till kurvstycket, utgor det en kompakt mingd. Da f ir kontinuerlig, vet vi att f har storsta
och minsta virde i den mingden. S& de kandidater till max- och min-virden som hittas pa kurvstyckets “inre” del, ska
jamforas med f(1,0) = a och f(0,1) = b.

Om ett maximum eller minimum ligger pa kurvan ¢ = 0, * > 0, y > 0, sd maste f och g ha parallella gradienter i
punkten. Eftersom Vg = (423, 4y®) # (0, 0) pa kurvan, innebir det att en sidan punkt 4r 16sning till ekvationssystemet

‘l

5 x — a3 T

= 4 a\1

Vi = AVg a 4)\;1:3 ay® — b (a3+53)
o 0 < b = 4Ay = l'4+ 4 o 1 < 1

g = :r4—|—y4 _ 1 Yy = y = %

4 4\ 4

<a3+b3)

3
Vi fér i denna enda losning virdet f = (a% + b%) *, vilket dr storre dn bade f(1,0) = a och f(0,1) = b. P4
den uttkade slutna kurvbiten maste alltsd minsta virdet vara ett av talen a och b, medan det storsta ér det vi funnit

4 4\ 2
dédremellan. Det finns alltsé ett storsta virde pa det givna kurvstycket och detta virde dr (a§ —+ ba) .

5. Berikna arean av ellipsoidytan som ges av ekvationen z? + y2 +222=2

Ifall det skulle behévas, far du anvénda att / V1+t2dt= %(t\/ 1+t +In(t+ 1+ ¢2)).

Uppgiften kan 1osas pa lite olika sitt, men hir provar vi att parametrisera med (ellipsoida) rymdpolira koordinater:
r(u,v) = (V2sinucoswv, V2sinusinwv, cosu) med (u,v) € D = {0 < u < 27, 0 < v < 27}. Genom att
integrera beloppet av normalvektorn 7, x 74, dver D fir vi arean. En kalkyl ger oss snart

rh, X 7, = sinu(v/2sinu cos v, v2sinusin v, 2 cos u) och dirmed |, X r,| = v/2sinu\/1 4 cos? u. Via substi-
tutionen ¢ = cos u far vi arean till

27 ™ 1
// \/Esinux/1+6052ududv:\/§/ d’u/ sinu\/1+6052udu:4\/§7r/ V1+t2de
D 0 0 0

Om vi anvinder insiittning av griinserna i den bifogade primitiva funktionen s far vi arean lika med 27(2 4+ v2In(1 + V2).




6. For vilka reella tal o konvergerar den generaliserade dubbelintegralen

//1jjf dzdy, dir D = {(z,y) : 0 <z +y < oo, y <z <y+1}?

Omradet D &r uppenbart obegrinsat, men dven integranden f(z,y) dr obegrinsad i D, bade for negativa och positiva
o Vi viljer en uttommande foljd av delméngder { D, }3°, dir D, = {(z,y) : = <z4+y <n,y<z <z +1}.Di
giller att D1 C D2 C D3 C ... och for alla punkter z € D giller att z € D,, for nagot n. Eftersom var integrand &r
icke-negativ i hela D sa ridcker det att undersoka om

lim f(z,y) dzdy

n—oo
Dy

existerar, och detta grinsvirde r i sa fall enligt teorin samma for alla uttommande f6ljder av delméngder, och &r ocksa
virdet av var integral.

AY

T

N,

ﬁY\ . .

zHy=20

Variabelbytetu = x — y, v = x + y ger

1 va n o 1 1 n w1
/an(x,y)da:dy—i//D;l 1+uvdUdU_/; v dv/o 1+uvdu_A v T In(l+v)dv

a

1
For positiva v ndra 0 har vi att § < In(1+4v) < v och ddrmed % <v* 'In(14v) < 0%, sé’l/ v* ' In(1+4v) dv dr
0

1
konvergent precis nér / v® dv dr konvergent, dvs d& a > —1 (hiir anvénder vi jimforelsekriteriet for generaliserade

0
enkelintegraler med icke-negativ integrand).

For stora v ar

n Inn
v* 'nw <o In(1+v) < 20% nw och/ v* 'nvdv = {substituerat = Inv} = / et dv
1 0

Hir vet vi att integralen / e*'t dv konvergerar precis di o < 0, vilket enligt jimforelsekriteriet genom dubbel-

0
olikheten medfor att integralen av termen i mitten ocksa konvergerar precis da a < 0.

Sammantaget visar detta att vir generaliserade dubbelintegral 4r konvergent da —1 < o < 0, divergent annars.



