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1. (a) Berikna riktningsderivatan av funktionen f(z,y, z,t) = xy — yzt i punkten

(1,2,1,1) i riktning fran denna punkt mot punkten (2, 3,2, 2).

(b) Funktionen f(z,y) = (z — y)? + 2 har en stationir punkt. Bestdm vilken punkt
det dr och avgor (utan att anvdnda andraderivator!) vilken typ av stationédr punkt

det ror sig om.

(c) Forklara varfor ekvationen zy + 2 = In(z + y) lokalt kring punkten (2, —1)

definierar y som en C!-funktion y(z) och berikna y/(2).

(d) Visa att avbildningen (u,v) = (e* + y, e¥ — ) har en lokal C'-invers i varje

punkt och beriikna derivatorna x/,, z,, vy, vy, i punkten z = y = 0.

2. Los den partiella differentialekvationen

3yzy, + 22z, =0, 2(x,0) = z?

genom substitutionen u = 22 — 3y?, v = xy.

3. (a) Beriikna det arbete som utrittas da en partikel forflyttas lings kurvan
x = 2Y frén (1,0) till (2, 1) genom kraftfiltet (3z%y + cos x, 2% + €¥).

(b) Berikna flodet av filtet (0, z2y, y2z) uppat (vixande z-koordinat) genom

halvsfiren 22 + 32 + 22 = a?, 2z > 0.

4. En kropp begrinsas av olikheterna
3x2+3y2§22 < 1—;1:2—y2, z>0

och har densiteten p(z, vy, z) = x? 4 y2. Berikna kroppens massa.

5. Mellan vilka vidrden varierar z-koordinaten pa skdarningskurvan mellan ytorna

z = arctan(z3y?) och 22 + 4y? = 10?
6. For vilka o € R konvergerar den generaliserade dubbelintegralen
-y
/ / _ye dxdy
p (z +y)°
dirD = {(z,y):0<y<z+y<1}?

7. (a) Bevisa att varje reellvird C!-funktion av tva variabler ir differentierbar.

(b) Formulera Stokes sats.

8. Formulera och bevisa Greens formel.
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Riktningsvektor: uw = (2, 3,2,2) — (1,2,1,1) = (1,1,1, 1), normerad: v = %(1, 1,1,1).

Gradient: Vf(z,y, z,t) = (y,x — zt, —yt, —yz)

Riktningsderivatan fy(1,2,1,1) =v -V f(1,2,1,1) = %(17 1,1,1)-(2,0,—-2,-2) = -1

Vi kontrollerar att V £(0,0) = (0,0), vilket visar sig stimma. Vi ser att f(0,0) = 0 och f(zx,z) = z*, dvs pa
linjen y = z passeras origo i detsamma som f byter tecken. (0, 0) ér sadelpunkt.

Sitt F(z,y) = zy + 2 — In(z + y), vér ekvation dr da en nivayta till denna funktiom: F'(z,y) = 0. Implicita
funktionssatsen: om F dr en C'-funktion och om F}(2, —1) # 0, s definierar niviytan y som en C'-funktion
av i en omgivning av (2, —1). Hir 4r F,, = = — ﬁ s Fy(2,—1) = —1 # 0. Vidare séger satsen att
’ S
Y (z) = — l;ﬁifﬁ =- zi$ . Detta ger oss y'(2) = 2.
1 o
Inversa funktionssatsen lovar lokal C*-inverterbarhet kring en punkt om funktionaldeterminanten i punkten ir
nczllsk%d. , ,
d(u,v Uy U e’ 1
’ _ x Yy _ _ xz+ty
Aoy | o o |71 e ="V +1#0

Lokal inverterbarhet med C*-invers foreligger alltsi kring varje punkt i planet. Funktionalmatriserna for funktio-
nen och dess invers dr varandras inversmatriser:
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2. Med hjilp av kedjeregeln byter vi ut z- och y-derivatorna mot u- och v-derivator:

3.

’
2y =

! ! ! / ! ! ! ! ! ! ! !
Zuly + 2V = 24T + 20y, 2y = ZyUy + 2,0y = 2,(—6Y) + 2,

Var partiella differentialekvation far nu utseendet

(3y°

Losningen ir alltsd av formen z = g(u) = g(22% — 3y°

geryg

7z =
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+ 2x2)z; =0dvsz, =0

), dir g dr en godtycklig C*-funktion. Villkoret z(z,0) = z*
u
2

(22%) = z*, ur vilket vi ser (u = 2z?) att g(u )2. Slutligen har vi dirmed losningen
(2x* — 3y?)*
4
Vart filt har potentialen U(x,y) = 2y + sinz + ¢¥, integralen beror bara pé start- och slutpunkterna och &r

U(2,1)-U(1,0) =7+e+sin2 —sinl

Vi kan beriikna flodet ut genom randen av kroppen K = {(z,y, 2) : 2® +y? 4+ 2% < a?, z > 0} med Gauss sats
(faltet &r C'), men fir da med flddet ner genom cirkelskivan 2 + y? < a?, z = 0. Detta fléde blir dock noll,
eftersom filtet dir ar (0, 2%y, 0) och normalvektorn ir (0, 0, —1), skaldrprodukten som integreras ir noll. Totala
flodet ut fran K ges alltsa med Gauss sats:

// (0, 2%y, y°2) -NdS:/// diU(O,ny,yzz)dxdydz:/// (2® + y?)dadydz
oK K K

Av symmetriskil dr detta hilften av integralen 6ver hela klotet av samma integrand, vilken sedan ér tva tredjedelar
av integralen av 22 + y? + 22 6ver hela klotet. Vart flode ér ddrmed

a T 27
1 /// (x2—|—y2—|—22)dzdydz = (rymdpol'ara koordinater) = 1/ r4dr/ sin 9dt9/ do =
3 22 +4y2+422<1 3 0 0 0
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4. Massan ér trippelintegralen av densiteten 6ver hela kroppen K, vilket med bruk av rymdpoléra koordinater blir

_ 2, 2 _ S22 [ L "
m = (z° 4+ y°)dzdydz = (rsin@)“r” sin 0drdfde = do sin® 0df | r dr
K K 0 0 0

Hir utnyttjas att konen z = v/31/z2 + 42 lutar vinkeln & mot positiva z-axeln. Den mellersta integralen oser vi med

subst

itutionen ¢ = cos 6. Vi far:

1 1 16-9v3 1 =
= 1—-dt- = =92970——_ V2 . = _ " (16 —
m 27r/\/§( t)dt - ¢ = 2m—— = = 5o (16 9V3)
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5. Funktionsgraferna ir slutna méngder, deras snitt C' (dvs skirningskurvan) 4r da slutet. Eftersom z = arctan(z3y?) dr
begrénsad i z-led av &= 7 och ytan x? 4+ 4y* = 10 ir en elliptisk cylinder, begrinsad i 2- och y-led, s dr skirningskur-
van C ocksd begrinsad och enligt tidigare sluten, dirmed kompakt. Funktionen f(z,y, z) = z dr kontinuerlig och har
diirmed enligt sats bide storsta och minsta virde p C. Aterstér att hitta dessa. En metod som faktiskt fungerar ér att eli-
minera y med hjilp av cylinderekvationen och uttrycka z enbart i variabeln x. Derivera osv! En annan r att se problemet
som ett bivillkorsproblem: sok max och min av f(x,y, 2) = z under bivillkoren g(x, vy, z) = arctan(z®y?) —z = 0
och h(z,y, z) = 2 4+ 4y? — 10 = 0. Alla punkter pa C' ir inre punkter till definitionsmingderna for f, g och h,dirmed
vet vi av teorin att de sokta extrempunkterna dr punkter dér de tre funktionernas gradienter &r linjart oberoende. Det-
ta intriffar da och endast da determinanten av den matris i vilken gradienterna utgér rader dr lika med noll. Vi soker
16sningarna till

0 0 1
d(f,g,h) _ 312524 2zzy4 _ _ 4$2y(6y2 — ;132) .
d Y, 14+z2%y 14+z%y 1 6,4
(z,9,2) y § 0 + 28y

f kan uppenbarligen anta bade positiva och negativa virden, sa losningar med x = 0 eller y = 0 (som ger f = 0)
kan vi bortse ifran nir det géller max och min. Aterstar 22 = 6y2. Detta i kombination med 22 + 4y* = 10 ger oss
punkterna med 2? = 6, 3> = 1. Vi beriiknar z och finner att Zmax = arctan(6v/6) och zmin = — arctan(6v/6).
z-koordinaten varierar pa C kontinuerligt mellan dessa virden.

6. Integranden &r odefinierad i origo. Vi byter variabler: u = x + y, v = vy, Jacobideterminanten blir 1. Omradet D
motsvarar i uv-planet D’ = {(u,v) : 0 <u <1, 0 <v < u}l

-y —v 1 u 1 _ _u _ —u
/ Ldﬂﬁdy = / Y dudv = / idu/ ve” “dv = (part.int.) = / le—uedu
p (& +y)* pr u o u® 0 0 ue

u?

Om vi Taylorutvecklar tiljaren, far vi - + u®B(u), dir B(u) ir begrinsad i en omgivning av v = 0. Detta ger att
integranden f(u) asympotiskt ér lika med g(u) = W%Q (i den meningen att kvoten mellan de positiva funktionerna
f(u) och g(u) har grinsvirdet 1 dd w — 0). Vi vet da att integralerna av f och g samtidigt 4r konvergenta eller
samtidigt divergenta. Vi vet ocksa att fol g(u)du dr konvergent dd och endast dd e —2 < 1, nagot som alltsa giller dven

for fol f(u)du. Alltsd konvergent <— o < 3.




