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1. (a) For funktionen f(z,y) = 22 + y> — 3y dr bade f’. och [y noll i punkten (0, —1).
Avgor om (0, —1) dr en lokal maximipunkt, lokal minimipunkt eller en sadelpunkt.

(b) Berikna riktningsderivatan av f(x,y) = 2z + y + In(1 + zy) i punkten (0, 0)
i riktningen 7 /3 rdknat moturs fran positiva z-axelns riktning.

(c) Transformera uttrycket —yz., + a:z; till de nya variablerna u = 22 + 2, v = y/.

(d) Kurvan (x,y) = (t — t2,t — t3), 0 < t < 1, ir enkel och sluten. Skriv upp en
integral i parametern ¢ som uttrycker arean som kurvan omsluter. Du behéver
inte berdkna integralen.

2. Berikna dubbelintegralen / / ———— dxdy diar D é&r parallellogramytan
pV2r—y
med horn i punkterna (1, 1), (2,0), (1,-2), (0, —1).

3. (a) Berikna arean av den del av ytan z = xy som ligger innanfor cylindern
2 4+ y% = 16.
(b) Ien rit cirkuldr kon med hojden H och basradien R 4r densiteten proportionell mot
avstandet till basytan, samt #r lika med d i konens spets. Berikna konens massa.

4. Beridkna pa tva sitt kurvintegralen / —ydx 4 xdz ldngs den slutna kurvan C som dr

C
skirningen mellan ytorna z = y* och 2% + y? = 4 med orientering moturs sett "uppifrin”.

(a) genom att anvinda en parametrisering av C,

(b) genom att anvidnda Stokes sats.

5. Femhorningen i figuren byggs upp av tre rektangelsidor och tva lika
langa sidor i en triangel. Dess omkrets ér 1. Bestim femhorningens sidor
sa att den omsluter maximal area.

6. For vilka reella tal p konvergerar integralen / / 2% — v |(|z| + |y|) P dxdy,

D
dir D ir enhetscirkelskivan? Berikna dess virde for sddana p.
7. Formulera och bevisa satsen om Taylors formel i tva variabler.

8. (a) Formulera Gauss sats.
(b) Hirled formeln

///D(ng—gAf) didydzz//E)D(fVQ—gi)'NdS

under foljande forutsittningar: f och g ir C?-funktioner, D, 9D och N ir som i
Gauss sats. Symbolen A star for Laplaceoperatorn V - V.
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Kortfattade losningar till tentan MVE035 2014-03-10

1. (a) Vi konstaterar att f; = 2z och f; = 3y% — 3 bada #r noll i (07 —1), sa det dr verkligen en stationdr punkt.
Vi beriknar andraderivatorna: fow = 2, fu,(0,=1) = 0, f,, = 6y och den kvadratiska formen i Taylors
formel Q(h, k) = 2 (f1.(0, —1)h* 4+ 27, (0, —1)hk + f,, (0, 71)k2) = h? — 3k?, som ir indefinit, eftersom

Q(1,0) =1 och Q(O 1) = —3 (olika tecken). Punkten 4r dd en sadelpunkt.

?), gradienten V f(z,y) = (2 +
)=v-Vf(0,0)=1+%

3ysln§) = (17

(b) En enhetsvektor i den angivna riktningen dr v = (cos 3
) = (2,1) i punkten (0, 0). D4 &r riktningsderivatan f3, (0,0

1+

Yy x
14+zy? 1+zy

(©
’ ’ / / Y ’ ;1 y2 ’ 2 /
—Yzy + L2y = _y(zu 2r+ 2y (_ 1'2) + ‘T(Zy : 2y + Zv(;))) = (_.1‘2 + l)zﬂ = (V + 1)Zv

(d) Svar: Man kan beriikna arean av omradet, som vi kallar D, med Greens formel, som

A:// 1dmdy:/ fydm:/ ;cdyzl/ —ydr + xdy
D aD aD 2 Jop

om 9D genomlops i positiv led, vilket #r fallet hir (titta pa tangentvektorns riktning i olika punkter). Detta ger

A= /1 —(t —t%)(1 — 2t)dt eller A = /l(t —t%)(1 - 3t?)dt

om vi nojer oss med de forsta tva varianterna (ett svar racker forstas). Vill man inte kontrollera orienteringen av
kurvan, kan man sitta absolutbelopp kring integralen.

2. Vi ser snart att paralellogrammens horn &r skédrningspunkterna mellan de rita linjerna x +y = —1, © +y = 2 och
2z —y = 1, 2o — y = 4 (tva par av parallella linjer). Sa vi byter variabler till w = = + y, v = 22 — y och far
Jacobianen J ' = =3 = |J| = 2 ochmed D’ = {(u,v): =1 <u <2, 1 <o < 4flrvi

// \/j;;%ddy— //D/—docdy— /_ludu/ —dvfé—] [2@]?:1

i . _ 2 2 - _
3. (a) Ytan kan beskrivas med x och y som parametrar: r(z,y) = (z,y,zy), z° +y> < 16. Dd drr), x r, =
(—y, —z, 1) och arean ir, med D = {(x,y) : 2* + y* < 16}

2w 4
// |7l x vy, | dedy = / VY% + 22 + 1dxdy = { poldra koordinater} = / d9/ Vr2+lrdr =
D D 0 0

wlw
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(b)

(a)

(b)

Ligg (t. ex.) konen K med basytan i zy-planet och spetsen i (0,0, H). D4 ir z avstdndet frén en punkt (z, y, 2)
i konen till dess basyta. Da har vi p(z) = %z, 0 < z < H, och massan blir

m—/// ézdaL’dydz—/Hézdz// dxdy
x H o H 22 4y2<r

dér r dr radien i det cirkuldra tvirsnittet av K pa hojden z. Likformighet ger

H— =z z

r
I _ —R(1-Z
7 T =T R( H)
Nu blir - - ) 5 )
1 2 Z |2 omR / 2z z omrR“H
= —zrR(1— =)"dz = -+ =)dz = ———
mn /0 gt (=g de === | G- T+ gp)dz 12
En naturlig parametrisering ir (z,y, z) = (2cost,2sint, 4sin®t), 0 <t < 2. DA far vi

27
/ —ydx + zdz = / (—2sint(2cost)’ + 2cost(dsin®t) )dt =
c 0

27 27
= / (4sin®t + 16sint cos” t)dt = / (2 — 2cos 2t + 16 sint cos® t)dt = 4r
0 0
Rikningarna forkortas ndgot om man inser att tva sista termerna ger integralen noll p.g.a periodicitet och sym-
metri.

C ir randkurva till ytan Y som ges av ekvationen z = y? inom cylindern =2 + y® = 4. Om vi parametriserar
Y som r(z,y) = (z,y,y>), sé fir vi normalvektorn ), x v, = (0, —2y, 1) &t ritt hall for Stokes sats, som
far anvindas, da filtet &r C' och ytan Y #r orienterad med sin rand som den ska. Eftersom V x (—y,0,2) =
(0, —1,1), s& ger Stokes sats med D = {(z,y) : > +y* < 4}:

/fydx+mdz:// VXF - NdS:// (0,71,1)«(0,72y,1)dxdy://(2y+1)dxdy:47r
c Y D D

Hir har vi utnyttjat att 2y integreras till noll av symmetriskil (Litt att berdikna énd) och att arean av D ir 722



5. Man kan vilja variabler pa olika sitt, hir later vi sidlingderna heta x, y och 2z (det sista
av praktiska skil som kommer att framga). h ir en tillfilligt anvind symbol.

2z

Vi vill maximera arean, som ir A(x,y, z) = zh + 2yz = zv/x? — 22 + 2yz da omkretsen 2z + 2y + 2z ir 1, eller
med andra ord, maximera

Az, y,2) = 2V @2 — 22 + 2yz, Da = {(2,y,2) 10 >0,y >0,z > 2 > 0}
under bivillkoret

1
9@, 9,2) = +y+z—3 =0

For att vara siker pa att ett sdidant maximum existerar, konstaterar vi att den undersékta mingden K = {(z,y, 2) :
g(z,y,2z) = 0} N D4 idr en kompakt mingd, pa vilket den kontinuerliga funktionen A(x, y, z) maste ha bade minsta
och storsta virde. Enligt satsen om bivillkorsproblemet ska da gradienterna for A och g vara parallella i extrempunkter
som dr inre punkter till D4 och Dy. Aterstar sedan att soka pé “randen” av K, som utgors av en triangel 7' pa vars
sidor z = 0, y = Oeller v = z. Pa T urartar femhorningen till andra geometriska objekt som vi maste inbegripa i
problemet (“defekta” femhorningar, se nedan!). Vi borjar med de inre extrempunkterna dér vi konstaterar att villkoret
att VA och Vg = (1,1, 1) dr parallella &r ekvivalent med att A;, = A;, = A’. Detta ger tillsammans med bivillkoret

ekvationssystemet
2

L P z2—22—Z7+2y ‘7z:—0—y—|—2:l
2 — 22 V2 — 22 ’ 2

Den forsta likheten ger (da z > 0 hir)

Inséttning av detta i den andra likheten ger sedan

y==x
Uttrycken for y och z siitts slutligeniniz +y + z = % och vi far

_2v/3-3 3-8 2_2—\/5
T3 VT T
som enda 16sning. Vi berédknar arean i denna punkt:
92—
—z\/m2—z2+2yz—x£7+ (V3+ 1)z \/§:x276+f\/§:”.: 4\/5

Eftersom det finns en “rand” T (snittet av randen till D4 med {g = 0}) till vart omrade, maste vi ocksa kontrollera
denna.

For z = 0 dr A = 0, vilket forstas dr minimum.

Fory =0,z 4+ 2z = %, x > 0, z > 0 blir "femhdrningen” en triangel med

2 2/ 2 2 2,1 2 2 2 3 1

A=z (z"—2)=2((z—2) —2)=-- == —=2",0<z< =

2 4 4

vilket (derivera!) har maximum for z = %, T = % med A = (11k31d1g triangel med sidan %)

Forx =z, y+ 22 = %, y > 0, z > 0 blir det en rektangel med

A:Qyz:2(%722')222'74227 0<z2<

vilket maximeras av 2z = y = 2z = ;, med A = ;= (en kvadrat).

N[ =

Vi har hittat tre kandidater: en femhorning, en liksidig triangel och en kvadrat. Observera att om den liksidiga triangeln
eller kvadraten skulle vara storre dn femhorningen, sa dr den storsta “femhorningen” inte en dkta femht')rning, men om
vi jamfor alla tre kandidaterna, finner vi dock att den riktiga femhorningen har storst area: f > 15 > f

(inses genom att ;= > % < 7>4v/3 <= 81> 48ochatt 2 4‘[ > L = 7> 4\f = 49 > 48).
Storst area antas alltsa da sidorna ir

x = 72‘/3*3, y= 3*6\/5, 2z =2 — /3.

Aven med en nigot mindre utforlig motivering, kan man fa hela eller niistan hela poingen pi denna uppgift! Det finns
ocksa andra variabelval som gar bra, t. ex. med en av triangelns vinklar och z och y.



6. Av symmetriskil dr integralen 6ver varje “halvkvadrant” av enhetscirkeln lika stor.
SiomE = {(z,y): 2> +4><1,2>0,y>0, >y}, sdir

I—// |2 — (|| + |y|) 7* dady = 8//.T —1°)(z +9) pda:dyzS// z—y)(z+y) P dady

Vi byter till koordinaternau =z —y, v =a+y, J = %, omradet blir da (ersitt x och y i olikheten for enhetscirkel-
skivan med u och v och kolla detta!)
E' ={(u,v) v’ +v° <2, u>0,v>0, u<v}

integralen blir

och med polira koordinater och F' = {(r,0) : 0 < r < /2, T <0 < Z} harvi

5 V2
I= 4// rcosO(rsinf) P r drdo = 4/ (sin@)™® cos@d@/ 3P dr
F z 0

Allt detta dr OK att skriva: om vi vill uttrycka oss utforligt med uttémmande foljder av mingder e < z2 4+ y? < 1

respektive 2¢ < u? 4+ v? < 2 dir integranden #r begrinsad, s innebir det slutligen att integralen i variabeln 7 ska
V2

uppfattas som hm+ 737P dr, vilket ir innebdrden i det som star. Den integralen ér ju konvergent for 3 —p > —1,
e—0 V2

dvs for p < 4. Integralen i 0 ir oproblematisk, sé hela integralen &r konvergent om och endast om p < 4. Aterstar att

rikna ut den. Vi har da . .
2 _ _r

/ rg_pdr:[m p}\/ﬁzzz 3

0 4—plo

ochomp # 2med ¢t = sinf

™

2 1
/Q(Sina)_p“ COSGC”:/ 2P dt = ﬁ(l_z—l%)

4

EH

och for p = 2

Slutligen, forp < 4, p # 2

I 16-273(1— 231
(2-p)4-p)
och forp = 2
I=2In2

7. Se laroboken!

8. (a) Seldroboken!
(b) Anvind Gauss sats pd u = fVg — gV f = (fgz, fgy, f9.) — (9fz, 9y, 9f%), da far vi

0 ’ ’ 0 ’ / 0 ’ ’ " " " 7 7 7
V= %(fgz_gfz)'i_aiy(fgy_gfy)'i_&(fgz_gfz) = fgzz+fgyy+fgzz_(gfzz+gfyy+gfzz) = ng_gAf

Sitt in 1 respektive integral i Gauss sats!



