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Examinator: Lennart Falk.

1. (a) Funktionen f(x,y) = (z — y)(1 — xy) har stationér punkti (1,1).
Klassificera den: lokalt max, lokalt min eller sadelpunkt.

(b) Uttryck x% + yg—; i de nya variablerna u = x, v = ¥ och derivator i dessa variabler.

(c) Motivera varfor ekvationen x3 + y® + 2y = 11 lokalt kring punkten (1,2) definierar
y som en deriverbar funktion av = och berikna 3/ (1).

(d) Skriv om den upprepade trippelintegralen fol (Jo U f(x,y, 2)dx)dy)d=
sd att man forst integrerar z, sedan y och sist z.

2. Lt Sy och Sy vara ytorna z = 8 — 22 4 y? och z = 2% + 332,

(a) Berikna volymen av den kropp V' som begrinsas av ytorna .S; och .Ss.

(b) Vektorfiltet F = (z + zy,y — y?, = + yz) beskriver ett flode genom den kropp
som begrinsas av ytorna S; och So. Beridkna det totala flodet ut fran kroppen.

(c) Beridkna kurvintegralen fv(ze“, x,xe®?) - dr dir v dr skidrningskurvan mellan
ytorna S7 och Sy orienterad sa att dess projektion pa xy-planet gar moturs.

3. (a) Vilket filt i planet har potentialen ze¥’?

(b) Berikna kurvintegralen fc(ey2 — y)dz + (2zye¥” + z)dy, ddr C ir halvcirkel-
bagen i dvre halvplanet fran (1, 0) till (—1,0).

1
4. Berikna den generaliserade integralen / / —5 g dwdy, dir D bestdms av
) p (2% +y?)*
olikheterna x > 0, xy > 1. Anvind gérna poldra koordinater.

5. Beriikna det minsta avstandet fran origo till ytan 27223 = 2.

6. Den maximala arean av en triangel vars alla horn ligger pa en cirkel antas for en
liksidig triangel. Vilken dr den maximala arean av en triangel vars alla horn ligger
pa ellipsen 52 + 63> = 30?

7. (a) Definiera differentierbarhet for en funktion fran R” till R!.

(b) Definiera riktningsderivtan fi,(a) av en funktion frin R™ till R! i en punkt a
i riktningen given av enhetsvektorn v.

(c) Bevisa att om f &r differentierbar, kan riktningsderivatan beréknas enligt formeln

fv(a) =V f(a)-v.

8. Formulera och bevisa Greens formel.

(2p)
(3p)

(3p)

(2p)

(8p)

(Ip)

(5p)

(7p)

(7p)

(7p)

(2p)

(2p)

(4p)

(7p)



(@)

(b)

©

(d)

(a)

(b)

©

(a)
(b)

Kortfattade losningar till tentan MVEQ035 2014-08-25

Vihar f, =1 — 22y +y?, f;, = =1+ 2zy — y* (och ddrmed f4(1,1) = f,(1,1) = 0 som sig bor). Vidare &r
e = —2y, fu, = —2x + 2y, f,, = 2z, s& den kvadratiska formen

1 " 1’ 1!
Qh,k) = 5 (Fau(1L DR + 22, (L, DRk + f3, (1, 1)) = =h* + &k
ar tydligen indefinit: Q(1,0) = —1 < 0, Q(0,1) = 1 > 0. Ddrmed &r punkten (1, 1) en sadelpunkt.
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x8x+y8y (kedjeregeln) m(8u8w+8v8x)+y(8u8y avc?y)
02 05w, 05 01 0s_ 0n
_m(%—'—%( mQ))+y(8u 0+8vx)_m8u_u8u

Ekvationen F(z,y) = 0 med F' € C* definierar lokalt kring punkten (a, b) dir F(a, b) = 0, variabeln y som en
C'-funktion av z om F} (a,b) # 0. Med F(z,y) = 2° + y* + zy — 11 har vi F}; (1, 2) = 13 # 0, derivatan blir

Fl(1,2 3z?
y’(x) = _F{IELQ; = _3yziz och y/(l) = _%'

/01(/02(/01“' f(z,y, 2)dz)dy)dz = /01(/:(/3,1 f(x,y,z)dz)dy)dx

Mingden vi integrerar dver kan skrivas: 0 < & < y < z < 1. Den forsta integrationen i z sker da dver intervallet
y < z < 1. Direfter aterstar omradet 0 < z < y < 11 zy-planet, vilket kan skrivas: z < y < 1,0 <z < 1.
Detta ger de tva sista stegen. (Rita gérna!)

Skérningskurvan mellan ytorna ges av
z = 8—a?4¢y? 22+ = 4
z = z? 4 3y? z = 442y

Projektionen av omradet V pa xy-planet ir alltsa cirkelskivan D = (z,y) : 2 + 3> < 4. Volymen blir di

// (8 —2° +y?) — (2* + 3¢)) dady = // (8 — 22 — 2y°) dedy = (polira koordinater)
D D

27 2
= / / (8 — 2r*)r drdf = 167
o Jo

Detta ir ett fall for Gauss sats. Med normalriktning ut fran V' dr flodet detsamma som trippelintegralen

/// divF dxdydz = /// (y+1—2y+y)dedydz = /// 1dzdydz = vol(V) = 167
v v v

Hir 4r det Stokes sats som hjilper:
/(zezz,m,a:em) sdr = // V x (ze"%,z,2e") - NdS
¥ Y

dir Y ir en av de tva ytorna som har ~ som rand, vi kan vilja z = z? + 3y?. Normalen ska vara uppét (i
z-led) for att Stokes ska vara ngjd. Eftersom V X (ze*?, z, ze"*) = (0,0, 1) och ytan Y kan framstillas som
r = (z,y,2% + 3y*) med 7, x v}, = (—2z, —6y, 1), far vi till slut

/(zezz,x,me“) ~dr = // (0,0,1) - (=2, —6y, 1) dedy = // 1dzdy = area(D) = 4
v D D

Filtet ir Vae?” = (ey2 , 2xye""2 ).
Vart filt ir F = (ey2 , Zacyey2 )+ (—y, z). Vi kan didrfor utnyttja potentialen enligt (a) och integralens additivitet:

/F-dr:/ey2dx+2xyey2dy+/—yd:c+wdy
c c c

Den forsta integralen &r potentialdifferensen mellan punkterna (—1,0) och (1,0), den andra beriknas genom
parametrisering av halvcirkelbdgen: (z,y) = (cost,sint), 0 < ¢ < 7. Det ger:

(=1,0) B
/ F.dr = [meyz] +/ (—sint)(—sint) + (cost)(cost)dt = -2+
c (1,0 0



jus

55 r?cos@sinf > 1. Byter vi

4. Integranden ir positiv. I polidra koordinater beskrivs omradet av olikheterna 0 < 6 <
till poldra koordinater far vi ddirmed

T [oe T g . in2f1 %
édazdy: T ardo= | idrd@: 2 Mdgz sin®071% _ 1
p (@2 +y?)? pr Tt 0 1 r3 0 2 4 4
vV 0

sin 6 cos

o

Anm: Vill man vara utf6rlig med uttdmmande mingder, kan man begrinsa variablerna enligt % <0< 5 - % och
r < 1y, ddr r, dr virdet pa r ddr kurvan zy = 1 skir 0 = % Nir man later n — oo far man precis som i de avslutande
leden ovan. En under kursen refererad sats om variabelbyte for konvergenta integraler med positiv integrand tillater oss

att géra som ovan, fast den stér inte i kursboken.

5. Bilda en kompakt delmiingd Y av ytan (ytorna) genom att snitta den med sfiren 2 +y2 4 2% = 9. T. ex. ligger punkten
(2,1,1) pa ytan zy?2® = 2 och innanfor sfiren (v/6 < 3). Vi viljer att minimera avstindets kvadrat f(z,y, z) =
22 +y? +2% pA Y. D4 f ir kontinuerlig och Y 4r kompakt, har vi en sats som garanterar existensen av storsta virde (=9)
och minsta virde av f pd Y. Mingden Y karakteriseras av bivillkoret g(x, y, z) = zy?22 —2=0, 22 +9y2 + 2% <9.
D4 minimum antas i en inre punkt till D¢ N Dy, sd maste i varje minimipunkt gradienterna till f och g vara parallella,
dvs Vf = AVyg, g = 0eller Vg = 0, g = 0. Det senare kan inte vara uppfyllt, da Vg = 0 krédver att nagon koordinat
dr noll, sa g = —2. Vi loser det forsta systemet:

2x = 228 1222 = X6xy?Z®
y? — 92
2y = Aay2® 6y? = M6xy?Z®
= = 22 = 322
2z = A\3zy?2? 42> = A\6xy?2®
zy?2® = 2
zy?z® = 2 zy?z® = 2

och vi far till slut 2 = 3_%, yr=2- 3_%, 2% = 3.372. Med dessa virden (som svarar mot 4 olika punkter pa Y,
inte 8 eftersom x och z maste ha samma tecken) far vi f = 6 - 373 = 2+/3, vilket (som enda kandidat) maste vara
minsta virdet av f pd Y. Minsta avstandet ir da v/2v/3 ~ 1, 86.

2 2
6. Var ellips har ekvationen :% + % = 1 i standardiserad form, halvaxlarna ir tydligen v/6 och /5. Med den linjira

avbildningen L : (z,v) = (v/6u, v/5v) avbildas enhetscirkeln u* + v> = 1 omvindbart pa vir ellips. Trianglar i xy-
planet och trianglar i uv-planet avbildas i varandra av L och dess invers. Jacobianen for L dr v/30. Genom variabelbyte
ser vi att om omrédet D’ i uv-planet avbildas pd omradet D i xy-planet, s ir

Area(D) = // ldxdy = / V30 dudv = /30 Area(D’)
D D’

Av detta forstar vi att den storsta triangeln pa enhetscirkeln motsvaras av den storsta triangeln pa ellipsen. Den liksidiga
triangeln inskriven i enhetscirkeln kan med radier delas upp i tre kongruenta likbenta trianglar med tva sidor =1 och

27
3

V3033 = 8VI0 yilket alltsd ir den maximala arean av en triangel inskriven i ellipsen.

mellanliggande vinkel =*, ddrmed har den arean 3 - %sin %” = %. Motsvarande triangel pa ellipsen har arean

7. Se laroboken!

8. Se ldaroboken!



