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1.

(a) Berikna riktningsderivatan av f(x,y) = xy + In(2? + y?) i punkten (1,2) i
den riktning i vilken f vixer snabbast.

(b) Bestim de stationira punkterna till f(x,%) = 2 + 3> — 3y och avgér deras karaktir.

(c) For den vektorvirda funktionen (u,v) = f(x,y) géller att f(1,2) = (2, —1) och

att f'(1,2) = ( 513 Z >.F6rklara varfor f dr lokalt inverterbar kring (1, 2) och

berikna (f~1)(2, —1).
(d) Arean av ytan 2 + y* + 2z = 1, z > 0, kan uttryckas som en integral

f(x,y) dedy. Bestim f(x,y) och D (men berikna inte arean).
D

Yy om , 07 0
Utred om funktionen f(x,y) = Vaity? (z,y) # (0,0)
0 om (z,y) = (0,0)

(1): har partiella derivator i (0,0), (2): #r differentierbar i (0,0) och (3): tillhor C!(IR?).

. Transformera den partiella diffentialekvationen x f/, 4+ y fz// = x + y till de nya variablerna

u=x/y, v =y (vibetraktar omradet y > 0). Bestdm sedan den 16sning f(z,y) som
uppfyller villkoret f(x,1) = 22 + 2 + 1.

Berikna kurvintegralen / (2z —y + 1) dx + (x + 3y + 2) dy ddr +y dr ellipsbagen
v
42% + y? = 4 frén (—1,0) tll (1,0) i dvre halvplanet (y > 0).

. Berikna // F-NdS,dirY = {(z,y,2) : z = 2° + y*, 2 < 1} med uppétriktad
Y

normal, och F' = (¢¥ + zz, y? — z, 2z — 2y2).

Tva kurvor ;1 och 2 som saknar gemensamma punkter, har ekvationerna u(x,y) = 0
respektive v(x,y) = 0, dir u och v 4r C'-funktioner vilkas gradienter dverallt pa kurvorna
ar # 0. Latnu P € 1 och @ € 7, vara ett par av punkter som minimerar avstandet mellan
kurvorna. Bevisa att linjen mellan P och @ &r vinkelrdt mot ~y; i P och mot 5 i ().

. Bevisa att om en funktion f(z,y) dr kontinuerlig pa en kompakt rektangel R, sé ér f

integrerbar pa R.

(a) Definiera begreppen konservativt filt och potential.

(b) Formulera och bevisa satsen om att kurvintegralen av ett konservativt falt dr en
potentialdifferens.
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1. (a) Riktningsderivatan ér storst i gradientens riktning och dér dr den |V f(1,2)| = ‘(E’ g)\ =3

(b) Vf = (0,00 <= (2x,3y> —3) = (0,0). Detta ger de stationira punkterna (0, £1). Den kvadratiska
formen i Taylorutvecklingen blir %( fauh® + 2f2 hk + fu,k%), vilket i (0,1) & h? + 3k* och i (0, —1) dr det

h? — 3k2. Den forra ir positivt definit, den senare ir indefinit (Q(1,0) > 0, Q(0,1) < 0). Si (0, 1) ir en lokal
minimipunkt, medan (0, —1) dr en sadelpunkt.

(c) Attdet f'(1,2) = —2 # 0 betyder enligt inversa funktionssatsen att f #r lokalt inverterbar kring (1, 2). D4 ir

gyey=raa=(3 ) =(F 1)

2

(d) Om vitar (z,y) som parametrar, far vir = (z, y, 1—z*—y*). Da dr parametermingden D = {(x,y) : x* +y* <1
p p g

och integranden ér f(z,y) = |ry, x vy| = [(=fa, —f,,1))| = v/16x% + 16y® + 1

2. Eftersom f(z,0) = 0 och f(0,y) = 0, sa existerar de partiella derivatorna i origo och de ér bada 0. Villkoret for
differentierbarhet i origo &r att

f(h7 k) - f(07 0) - f;(07 O)h - f;(ov O)k = h? + k"2p(h’7 k)
dir p(0,0) — 0 da (h, k) — (0,0). Vi far
hk
p(h, k) = e

vilket saknar grinsvirde da (h, k) — (0, 0), eftersom p(h,0) = 0 medan p(h,h) = % (olika grinsvirden lings olika
linjer genom origo). f ir dirmed inte differentierbar, och inte heller C*, eftersom den da enligt en sats skulle ha varit
differentierbar.

3. Kedjeregeln ger, med F'(u,v) = f(z,y):
1 —
aFL+yf, = m(FL; L F.0)+ y(F;y—f +F. 1) =yF!
vilket gor att var PDE kan skrivas och 19sas sa hér:

Fi(uv) =u+1 <= F(u,0) =uv+v+gu) < f(x,y>:x+y+g<§>

dir g ir en godtycklig C'-funktion. Villkoret f(z,1) = 2® + x + 1 ger oss g(x) = x2, s& vér losning ir
2

f(x,y>=x+y+%.



4. Om vi ldgger till z-axeln fran (1,0) till (—1,0), s& har vi en sluten kurva, som &r den negativt orienterade randen
0D till en halv ellipsskiva D. Villkoren for Greens formel ir uppfyllda med forstagradspolynom (men observera fel
orientering!). Om den tillagda orienterade strickan kallas L, s& har vi

/Qdm—dey—k/LQdm—&-Qdy:/aD Pdm+Qdy:—//D(Q;—Py’)dmdy:—//D Qdmdy:—Z%ab =27

dir a = 1 och b = 2 dr ellipsens halvaxlar enligt formel A = wab for ellipsskivans area (rikna annars ut dubbelinte-
gralen). Eftersom

—1

—1 —1
/Pdeery: P(:E,O)d:c:/ (2:E+1)dac:/ lde =-2
L 1 1

1

sd dr var integral —27 + 2.
Det ir inte heller sérskilt svart att berikna den direkt genom parametrisering av v med elliptiskt polidra koordinater.

S. Hir kan vi anviinda Gauss sats (filtet ir helt harmldst), om vi ligger pa “locket” Y1 = {(z,y,1) : 2% +3* < 1}.
Da innesluts K = {(z,y,2) : 2 + 4> < 2z < 1, 2> + y* < 1} av ytan Y U Y;. Eftersom Gauss sats forutsitter
utatriktad normal, far vi hir byta tecken pa trippelintegralen, sa vi har (med normal neddat i Y1)

// F-NdS+// F~NdS:// F~NdS:—// V~Fd1:dydz:—///(z—|—1)dxdydz
Y Yy YUY, K K

och dirmed, med D = {(z,y) : 2% +y*> < 1}:

//Y F-NdS = f///K(erl)dmdydzf//YUYI F-NdS = /01(z+1)dz//z2+y2<zldxdy( //D(kzy) dady) =

1

= — z+ Dmzdz + ldzdy = —7 2tz dz—|—7r:—5—7r+7r:f
( ) Yy (

0 D 0 6 6

3

Alternativ l16sning: Aven i denna uppgift kan man berikna integralen direkt via parametrisering: Y kan parametriseras
enligt » = (z,y,2*> + y°), med 7, X v, = (—2x, —2y, 1). Denna parametrisering ger den féreskrivna orienteringen,
sa vi far:

//Y F-NdS://D(ey+a:(ar2—|—y2),y2—x),(l—2y)(az2+y2))'(—2a:, _9y.1) dady —

= // (—2ze¥ — 2zt — 22%y% — 2% + 20y + 2% 4+ ¢° — 227y — 2y3) dxdy
D

Vi kastar bort de termer som av symmetriskél integreras till noll:

// F-NdS = // (—2z* — 22°y° + 2* + v°) dady = // (=222 (z° 4+ y*) + 2° + %) dady =
Y D D

1
= // (—(2* +v°)? + 2 + 9°) dedy = (polira koordinater) = 27r/ (—=r® + %) dady = %
D 0

I den tredje likheten har utnyttjats att integralen av 22 (2 4-y?) ir densamma som integralen av 22 (22 4+ y?), sa bida
kan ersiittas av (22 + y?) (2 + ).



6. Vikan bérja med att se punkten P = (x1, y1) som 19sning pa problemet att minimera avsténdet, eller lika gérna kvadra-
ten av avstandet f(z,y) = (z — 22)*> + (y — y2)?, frin punkten Q = (x2,y2) till kurvan ;. Eftersom f och u ir
C'-funktioner och eftersom P ir en inre punkt till definitionsmingderna for f och u, s vet vi av satsen for max/min
under bivillkor att V f och Vu ir linjért beroende i P. Da Vu # 0, maste dérfor V f = AVu for nagot A # 0 (P # Q),
dvs 2QP = 2(x1 — xz2,y1 — y2) = AVu. Da Vu dr normalvektor till nivikurvan u(z,y) = 0 (alltsd 1), s dr dven
linjen PQ vinkelrit mot ;.

Resonemanget giller forstas ocksa om vi byter till kurvan 2 och dess minimala avstéand till P. Sa linjen P(Q) skir bada
kurvorna vinkelritt.

Alternativt hade man kunnat sitta upp bada kurvorna som bivillkor, och da arbeta med fyra variabler (punkternas
koordinater). Malfunktionen f tas som avstandet i kvadrat, och dess gradient blir en linjarkombination av Vu och Vv
(om man tolkar u och v som funktioner av alla fyra variablerna):

Vf = (2(‘771 - ‘732)7 2(y1 - y2)7 _Q(xl - x2)7 _2(y1 - y2)) = Al(u’zpu;mov 0) + )‘2(07 0, 11;271};2)

med samma slutsats.

7. Se ldaroboken kapitel 6!

8. Se ldroboken kapitel 9!



