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1.

(a) Vilken typ av stationdr punkt har polynomet 2% + 3 + 3y% — 2y* — 4xy + 51 origo?  (2p)
(b) Skriv den upprepade integralen fol dy fley f(x,y) dx i omvind integrationsordning. (2p)

(c) Skriv en integral som uttrycker arean av ytan (z,y, z) = (u + v%, u? + v, uv),
1 <wu <2, 1< v < 3. Berdkna den inte! (2p)

x+y2

(d) Den vektorvirda funktionen f(z,y) = < 22 + 3y

) approximeras lokalt

kring (z,y) = (1, 2) enligt f(1 + h,2 + k) ~ < Z ) + < z ? ) < Z )

Bestim konstanterna a, b, ¢, d, e, f. (2p)
(a) Berikna rotationen av filtet F' = (sin(y — z),y + x cos(y — z), —x cos(y — 2)). p)
(b) Berikna [, F - dr,da C ir rita linjen fran (r,7/2,7/2) till (27, 7/2,0). (4p)

Berikna trippelintegralen

dxdydz

1
//D 2/ Y? + zy — 222

dir D = {(2,9,2) 22+ 12 <2<2(2*+4?),0<y—2<1,0<y+2z <1} (6p)

Bestidm de punkter pd kurvan 2% + 2%y? + 2y* = 14 som har storst respektive minst

avstand till origo. Motivera forst existensen av sadana punkter. (6p)
" e .. (517 » Ys Z) . . 2 2 2
. Berikna flodet av filtet (@21 42 + 2232 genom ellipsoidytan x* 4+ 2y~ + 32° =1
i riktning utét, sett fran origo. (6p)

Los den partiella differentialekvationen

92u o2u 0% ou ou
30° 5 5y 5 a T 2@/2872 t3vgo+ 2z =0, (@>0,y>0)

genom att gora variabelbytet s = xy, t = 22y, (6p)

. Anvind definitionen av riktningsderivata for att bevisa den formel man anvinder for

att berdkna riktningsderivatan av en differentierbar funktion med hjélp av gradienten. (4p)

(a) Formulera Greens formel och bevisa den under limpliga forutsittningar
(som i laroboken eller for en axelparallell rektangel). (6p)

(b) Formulera Stokes sats. (2p)



Kortfattade losningar till tentan MVE(035 2015-08-25

1.  (a) Den kvadratisk formen i Taylorutveckligen i origo r h? — 4hk + 3k® = (h — 2k)? — k2, som &r indefinit. D&
dr origo en sadelpunkt.

® [y [ fa,y)de = [Sdx [ f(x,y)dy.

(c) Arean ir // [Py, X ry| = // V(2u2 — v)2 + (2v2 — u)2 + (1 — 4uv)2dudyv.
D [1,2]x[1,3]

o (3)-ma=(2) (¢ F)-roa-(} 1)

2. (a) Rotationen av filtet ir V x F' = (0,0, 0).

(b) Dirfor finns en potential U(z,y,z) = % + xzsin(y — z). Integralen beror bara pa start och mél och dr
UQ2nr,7/2,0) = U(m,7w/2,7/2) = 2.

3. Med E = {(z,y): 0<y—2<1,0<y+2zx <1} harvi

2(22+y?) 1

dacdydz:// \/y2+my—2x2d:ﬁdy/ —dz =
E x

2442 z

e
D 2\/Y? + zy — 222
:1n2// VY2 + zy — 2x2 dx dy

E

Vi gor ett variabelbyte: u = y — x, v = y + 2w, vilket ger integrationsméngden E' = {(u,v) =0<u <1, 0<v <
1} och Jacobianen J = —%. Vi fortsitter i de nya variablerna:

1 11 _In2 _4In2

121“2//,5,7ﬁ§d“d” vl e, = 55

4. Kurvan utgor en kompakt méngd i planet (man ser att 22 < 14 och > < 7, dirav begrinsningen). Den kontinuerliga
funktionen f(z,v, z) = x* + y* (avstindet i kvadrat) har da enligt sats bade storsta och minsta virde pa kurvan. Med
g(z,y) = ' 4+ x*y? + 2y* — 14 kan vi uppfatta virt problem som att bestimma max och min av f under bivillkoret
g = 0. Alla punkter pa kurvan ir inre punkter till de bada funktionernas definitionsmingder. Da siger en sats att deras
gradienter ska vara linjért beroende i extrempunkterna, vilket i sin tur dr ekvivalent med att

d(f,9) 2z 2y

_ B 2 o _
d(z,y) 4z + 2zy? 22y + 8y | 0 <= 4day(By —2")=0

Detta ger fallen z = 0, y = 0, ? = 3y°, vilka vart och ett sitts in i bivillkoret. Vi fir di de atta punkterna
(0, :|:7%), (:|:14%,0), (£+/3, £1). Dessa ger funktionsvirdena (avstindet i kvadrat) f = /7, f = /14, f = /16.
Sé vi har storsta avstindet = 2 i punkterna (++/3, +1) och minsta avstandet = 7 i punkterna (0, +71 ).



5. Hir kan vi inte anvinda Gauss sats pa filtet F' innanf6r ellipsoidytan, eftersom filtet dr odefinierat i origo. Ddremot kan
vi avgrinsa omradet inat med enhetssfiren. Sa om var ellipsoid med normal utat kallas Y och enhetssfiren med normal
utit kallas Z, sd dr ytan Y U (—Z) randen till ett omrade D dir filtet 4r C* och dir Gauss sats far anvindas (normalen
for —Z dr ju ut fran D). Da fér vi, eftersom divergensen visar sig bli noll:

// F-NdS:///V-Fdxdydzzo
YU(-2) D

[, s o s [[pvus- -
//YF'NdS://ZF'NdS=//Z(x,y,z)~Nds

(det sista eftersom ndmnaren i filtet 4r 1 pa Z). Pa den nya snillare integralen kan vi anvéinda Gauss sats med F =

enhetsklotet:
= /// V- (z,y,2)dzdydz = /// 3dxdydz = 3vol(E) = 4n
E E

Samtidigt har vi:

6. Vi oversitter till nya derivator med kedjeregeln:

Ou_0u  Ou, s Ou_Ou  Ougs o
or _as? T oy T as TtV

du

23
at Y

8%*u 8%*u &u 3 *u 9*u 3 3
gu_(du 2 2 Uory®)2
922 (852“ 9105 Y Jut (858ty+ o2 24y )2y’ +

82u BQU 82u 2 92 ou 82u 82u 2 92 3
(527 910370 )y + 5, + (g™ + g 300" ) 2w +

du

ot

oyoxr
82’& 82u 82u 2 2 82u 82u 2 92 2 92 ou 2
gy = (g2 * a0 ) o+ (gt + g e’0’) 300" + oo™y

Om man stuvar in detta i var PDE (ordningen i blandade derivator ir betydelselos for C2-16sningar) och fir (efter att ha
dividerat bort z- och y-faktorer, som ju &r positiva)

6ﬂcy2

&*u _
dsdt

vilket ger
o =ht),  u=f(s)+g()

Ater till ursprungliga koordinater:
u(x,y) = f(xy) +g(x*y?)

med godtyckliga funktioner f € C? och g € C%.

7. Se ldaroboken kapitel 2!

8. Se ldroboken kapitel 9 och 10!



