Tentamen i Flervariabelanalys, MVE035
2016-03-14, =, kl. 14.00-18.00

Hjélpmedel: Inga, ej raknedosa.

Telefon: anknytning 5325

Telefonvakt: Raad Salman

For godkant kréavs minst 20 poang.

Betyg 3: 20-29 poéng, betyg 4: 30-39 poéng, betyg 5: 40 poéng eller mera. Bonuspoéng fran
2016 ingér.

Losningar kommer pa kursens hemsida. Talen i parentes bredvid uppgifterna och del-
uppgifterna anger antalet poéng de ger.

Skriv program och inskrivningsar pa omslaget, skriv personliga koden pa samtliga in-
lamnade papper.
Examinator: Dennis Eriksson, Matematiska Vetenskaper, Chalmers Tekniska Hogskola

1. I deluppgifterna nedan, lat f(z,y) = 2z* 4 % + x.
(a) Bestdm tangentplanet till funktionsytan z = f(z,y) i punkten (1,1,4).
(b)

(¢) Finn och klassificera kritiska (boken: stationdra) punkter till f.

(d)

Bestdm Taylorutvecklingen av f upp till grad 2 i punkten (1, 1).

Bestdm globalt max och min av funktionen f p& omréadet av alla x € [—1,0],y €
[—1,1]. Motivera!

(e) Visa att nivaytan C' bestdmd av F(x,y,z) := z — f(z,y) = 0 kan, lokalt runt
(—1,1,2), skrivas som grafen x = g(y, z) for en C' funktion g(y, z) definierad i en
omgivning till punkten (1,2) och bestdm Vg(1,2). Obs. du behover inte konstruera
g explicit, bara visa dess existens och ange dess gradient i (1,2).

2. Lat F(z,y, 2) = (2zy — ayz, 2% — vz, z — xy). Bestim konstanten a si att F blir konser-

vativt, och for detta a rikna ut arbetet F utfor lings kurvan r(z) = (2,1 —2° 1 — 2°)
dér z gar fran 0 till 1.

3. Betrakta vektorfiltet F(z,y) = (—22y,e *™®)). Berdkna arbetet som F utfor lings
kurvan 7 som bestéar av tva delar: Forst r(t) = (1 —¢,¢) dar ¢ gar fran 0 till 1, {6ljt av
r(t) = (—t,1 —t), ¢ gar fran 0 till 1.

4. En cylinder 22 +y? = 1 skiirs av tva plan z = 2 och z = y+ 1. Dessa tre ytor begrinsar
tillsammans ett kompakt omrade K. Kalla ocksa Y den del av randen till K som ligger
pa planet z = y+1, och Z den del av randen till K som ligger pa cylindern 22 +y? = 1.

(a) Berdkna massan for K om vi har en densitet pa formen p(z,y, z) = z.



(b) Vi ges ett vektorfilt F = (y, —z, 22). Beriikna flodet av F ner genom Y.

(c) Bestdm ytarea-elementet dS pa Z for lamplig parametrisering r via cylindriska
koordinater och rékna ut arean till Z genom att sétta upp och rékna ut relevant
ytintegral.

5. Formulera och bevisa satsen om Taylorutvecklingar upp till grad 2 med felterm av
ordning 3, for en funktion i 2 variabler.

6. Formula och bevisa Greens sats for en rektangel R = {(z,y)|la < x <b,c <y < d}.

7. 1 denna uppgift, antag att ¢ € C2(R3). Funktionen ¢ siges ha medelvirdesegenskapen
om for alla r > 0,x € R?, ¢(x) = == ffST(x) ¢dS. Har ar S,(x) sfaren med radie r
med centrum i x och dS ytareaelementet dérpa.

(a) Visa att ¢ har medelviirdesegenskapen om och endast om A(r) = ﬁ If s,.(x) PdS
ar konstant i variabeln r > 0.

(b) Visa att ¢ har medelvirdesegenskapen om och endast om A¢ := divgrad ¢ = 0.
Hér kan (a) vara till hjélp.

Totalt 7 fragor med totalt 50 podng. Grattis ocksa pa m-dagen och lycka tilll /Dennis
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Losningar
la. Tangentplanet for en punkt (a,b, f(a,b)) pa en funktionsyta ges av
(—fa(a,b), = fy(a,b),1) ® (x —a,y — b,z — f(a,b)) = 0.
Eftersom f, = 823 + 1, f, = 2y sa far vi
(—-9,-2,1)e(x—1,y—1,2—4)=0

eller omskrivet
z2=9x+2y —T.

1b. Taylorpolynomet av grad 2 i en punkt (a,b) kan skrivas som, dar vi satt h =z —a, k =
Yy — b7

P(h,k) = f(a;b) + fo(a,0)h + fy(a,b)k + %[farx(a, b)B* + 2 fuy(a, b)hk + fyy(a, b)k?).

Det ricker fran foregaende uppgift att rikna ut 2:a-derivatorna i (1, 1). Det gors latt, och
vi finner att
P(h,k) = 4+ 9h + 2k + 12h% + k2.

(0,0). T vart fall innebar detta att
y = 0. Den associerade kvadratiska

lc. En kritisk punkt ges som l6sning till V f(a,b)
823 4+ 1 = 2y = 0, som har den unika 16sningen = =
formen ges av

Q(h, k) = fru(—1/2,0)h% + 2f1,,(—1/2,0)hk + fuz(—1/2,0)k* = 6h* + 2k*.

Lol

20

Den ar klart positivt definit, och alltsa &r var kritiska punkt ett stréngt lokalt minimum.
1d. Eftersom omradet dr kompakt och f &r kontinuerlig, maste f ha bade maximum och
minimum. Vi har redan hittat en kritisk punkt i det inre av omradet som anges, dér funk-
tionen har véardet f(—1/2,0) = —3/8. Vi behover aven betrakta réanderna. En standar-
drékning visar att de eventuella punkterna dér max och min kan finnas endera i hérnen
(—-1,1),(-1,-1),(0,1),(0,—1) elleri (—1/2,1), (—1/2, —1). Motsvarande vérden for f(x,y)
blir 2,2,1,1 och 5/8,5/8. Inspektion ger direkt att 2 ar ett globalt max, och —3/8 &r ett
globalt minimum.

le. Det dr svart att losa ut = ur ekvationen. Istéllet anvinder vi att om F,(—1,1,2) =
0F/0x(—1,1,2) # 0, s& séger implicita funktionssatsen att ett sadant g finns. Men F, =
—8z% — 1, som #r 7 for x = —1. Vi vet ocksé att gy = —Fy/F;, 9. = —F,/F,. Om man
inte kommer ihag detta, kan det hérledas fran formlerna F(g(y,z),y,z) = 0, och 0 =
dF/dy = Fpg, + F,, dér den senare foljer fran kedjeregeln. Nu &r alltsa Fy, = =2y, F, = 1,
sa gy(—1,1,2) = 2/7,g.(~1,1,2) = —1/7.

2. Om F = (Fy, Fy, F3) = V¢, sd maste, bland annat

oFy 0OF;

0z Oz

Page 3



I detta fall sdger detta att —ay = —y, fran vilket vi sluter oss att vi maste ha a = 1. Man
kan hér dven verifiera utan svarighet att curl F = (0,0,0), fran vilket man kan sluta sig
att det faktiskt finns en potential ¢, eftersom F &ar definierat i hela rymden som &r enkelt
sammanhingande. For en sddan potential ar f,y Fedr = ¢(1,0,0) — ¢(0,1,1), dér ~y &r en
godtycklig kurva mellan (0,1,1) och (1,0,0), t.ex. den som anges i uppgiften.

Detta siger dock inget om vad en eventuell potential &r. Vi soker alltsé en funktion ¢(z,y, 2)
sa att ¢, = 20y — Yz, ¢y = 2?2 — 22, ¢, = 2z — xy. En standardrikning ger att

p(z,y,2) =2’y —ayz + 222+ C

dar C &r en godtycklig konstant. Vi far da att
/F edr =¢(1,0,0) —¢(0,1,1) =0—-1/2 = —1/2.
~

3. Detta gar att gora pa flera siitt, t.ex. kan man notera att vektorfiltet G(x,y) = (0, e5"¥)
ar konservativt, utan att vi for den delen vet hur man tar fram en potential. Eftersom
vigintegralen for G ldngs v slutar och borjar pad samma y-vérde, dvs. y = 0 sd kommer
det utférda arbetet att vara noll, och man reduceras till att ridkna ut vigintegralen av
F — G = (—2%y,0).

Istéllet kan man anvinda Greens formel, efter att vi tillslutit v med en kurva £(t) = (t,0),
déar ¢ gar fran —1 till 1, det bildar en typ av triangelomrade T som begrénsas av y =
1—x,y =0,y =x — 1. Da séger att Greens sats att

/Fodr /F.dr_jf F.dr_//aQ—and //;czdxdy.
v+ dy T

Eftersom y = 0 pa ¢ sa kommer [, F e dr = 0. Vi noterar nu att 7' =Ty UT_ dér T}y (resp.

T_) motsvarar den del av triangeln med positiva och negativa z-virden. Eftersom z? ir

jamn sa ar

1 pl-z 1
// dxdy = 2// zidrdy = 2/ / 22dydx = 2/ (z* — 23)dz = 1/6.
T T 0o Jo 0

4a. Massan ges av formeln
/// p(x,y, 2)dV.
K

Lat nu D = {(z,y)|z% + y?> < 1}. Da &r

z=2
/// zdV = // / zdzdzdy.
K D Jz=y+1

fZ_ZQ zdz = [2%/2]2,, =2—4(y+1)?=3/2—y*/2—y Nuir

z=y+1
//D (3/2 = y2/2 — y) dady = 3/2 Area(D) — //D 2 /2dudy.
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Den sista integralen kan rdknas ut via t.ex. poldra koordinater, x = rcost,y = rsint, dzdy =
rdrdt. Da far vi y = r2sin? ¢ = p2 222G oo

//D y?/2dxdy = /01 /027r ¥ /4(1 — cos(2t))drdt = /8.

I sluténden far vi alltsd att massan ges av 117/8 viktenheter.

4b. Vi kan parametrisera omradet med D och anvinda att vektorareaeclementet ges av
ndS = (0,1, —1)dzdy till Y. Alternativt kan vi ocksa anvinda Gauss divergenssats pa hela
K. Eftersom normalen till 22 + y? = 1 ges av (x,,0) ser vi direkt att flodet genom Z
blir noll, eftersom F o (z,y,0) = 0. Gauss divergenssats sager att flodet ut genom 9K
ges av [[-divFdV = [[-22dV = 11z /4, fréan forra uppgiften. Vi méste dock subtrahera
flodet ut ur locketpa 0K som ges av z = 2. Detta flode ges av [[, F e (0,0,1)dS, for
z = 2, vilket reduceras till Area(D)2? = 4r. Alltsa blir lddet nerat genom Y lika med
117 /4 — 47 = —bm /4.

4c. Cylindriska koordinater pa en cylinder med fix radie 1 ges av r(f, z) = (cos6,sin 6, z).
Ytarea-elementet ges sedan av dS = |ry X r,|dfdz = dfdz. Arean blir da, om vi skivar i
f-riktning, 027r sz::;H dzdf = 027r(2 —(y+1))do = OZTF 1 — sinfdf = 2m. Nu efterfragar
uppgiften uttryckligen att man ska gora detta pa det hér sdttet, men annars ar det inte svart
att se att arean ar hélften av mantelarean pa cylindern z =0,z = 2, dvs. 27 % 2/2 = 27.
5. Se foreldasningsanteckningarna eller boken.

6. Se forelasningsanteckningarna eller boken (och i det senare fallet, ta de begrénsande
funktionerna till konstanter).

Ta. Per definition, om ¢ har medelvirdesegenskapen, sa ar A(r) konstant och lika med
¢(x). Omvént, antag att A(r) ar konstant. Eftersom funktionen &r kontinuerlig, bestdmmer
vi dess virde genom att lata r — 0. Man kan argumentera utifran medelviardessatsen att

A(r) — ¢(x). Ett mer konkret bevis ges av observationen

1 1
Alr) = —— S
() = pog / /S PR / [5 g et rmas

dér n ar punkterna som beskriver enhetssfaren. Om vi far flytta in gréansvirdet » — 0 under
integraltecknet sa ar vi klara, eftersom vi da integrerar 6ver en konstant. Detta kan ses pa
manga olika sétt.

7b. Vi visar att A¢ = 0 om och endast om A’(r) = 0. Har anvinder vi att vi far derivera
under integraltecknet pé en kompakt. Enligt kedjeregeln far vi da

1 1
Al(r —/ Vo(x+rn ondS—// V¢ endS.
( ) 47T 51(0) ( ) 47’['7“2 Sr(x)

Den senare integralen kan rdknas ut via Gauss divergenssats, och vi far

1 1
472 / Sr(x) V¢endS= 4772 ///Br(x) Ve ved
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dar B, (x) ar bollen med radie r och centrum i x. Vi har nu slutit oss till att

0= ga ] 5

Detta #r 0 om och endast om fffBT(x) V-V¢dV = 0. Eftersom ¢ &r C? sa V-V ¢ kontinuerlig.
Via medelvirdessatsen far vi d& att detta hdnder om och endast om V-V¢ = divgrad ¢ = 0.
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