Tentamen i Flervariabelanalys F/TM, MVE035
2016-04-02, kl. 14-18

Hjalpmedel: Inga, ej rdknedosa.

Telefon: anknytning 5325

Telefonvakt: Edvin Wedin

For godkant krévs minst 20 poang.

Betyg 3: 20-29.5 poéng, betyg 4: 30-39.5 poang, betyg 5: 40 podng eller mera. Bonuspoing
fran 2016 ingar.

Losningar kommer pé kursens hemsida.
Skriv program och inskrivningsar pa omslaget, skriv personliga koden pa samtliga inldm-

nade papper. OBS. for att underldtta rdttning senare, om mdjligt fatta er kort och koncist.
Examinator: Dennis Eriksson, Matematiska Vetenskaper, Chalmers Tekniska Hégskola

1. I deluppgifterna nedan, lat f(z,y,z) := 2% — 22 + 1 och g(x,y) := 2y — ya® + (x — 1)3.

(

(

(c) Bestdm minsta avstaendet fran nivaytan f(z,y, z) = 0 till origo genom att tillimpa
Lagranges metod.

a) Bestdm tangentplanet till nivaytan f(z,y,2) =11 punkten (1,1,1).
b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 for g(z,y) i punkten (1,1).

(d) Visa att nivakurvan g(x,y) = 01 en omgivning av (1, 1), kan skrivas som x = h(y)
for en C! funktion h i en omgivning till punkten 1 och bestim sedan h’(1). Obs.
du behover inte konstruera h explicit, utan endast visa dess existens och rakna ut
derivatan vid véardet 1.

2. Lat F(z,y) = (—y,2?) vara ett vektorfilt. Lat T beteckna randen till triangeln med

= s )
horn i (0,0), (1,0), (0,2) med positiv orientering. Rékna ut arbetsintegralen av F lings
T.

3. Betrakta omradet K som begrinsas av sfiren a2 + y? 4+ 2> = 4 och konen 3z =
22 4+ y?, 2 > 0. Berdikna flodet in i 0K av vektorfiltet

F(x’y’ Z) — (7',I;y272yz2 + esin(—z3_12z)’ 723 _ .’I}QZ).

4. Stall upp integralen [[pyf(x,y)dA dir R ér regionen som begrénsas av de fyra kurvor-
na 2%y = 4,22y = 9,y/x = 1,y/x = 2 som en dubbelintegral i variablerna u = x2y, v =
y/x. Har &r integranden en godtycklig kontinuerlig funktion f ganger y. Integralen skall
vara 'fardig att rdkna ut’ och integranden ska efterat inte ldngre bero pa x och y.



5. Lat G = —r/|r|® vara gravitationsfiltet, dir vi anviinder notationen r = (z,y, z), defi-
nierat i D = R3\ (0,0,0).

(a) Visa att G ar kallfritt och virvelfritt (rotationsfritt) genom att rékna ut div G och
curl G (boken: rot G) i D.

(b) Skriv upp satsen om nér virvelfria vektorfilt &r konservativa och visa att G &r
konservativt.

(c) Rikna ut flodet ut genom z2 + y? + 22 = 1 av G och visa med hjilp av Stokes
sats att G inte har en vektorpotential, dvs. G # V x F for nagot C? vektorfilt F
pa D.

6. Lat f : R? — R vara en funktion.
(a) Definiera vad det innebér att f #r differentierbar i punkten (0,1) € R2,
(b) Definiera begreppet riktningsderivata for f, och bevisa formeln for riktningsderi-

vatan under rimliga forutsidttningar.

7. Skriv upp, men bevisa ej, medelvardessatsen for f definierad pa ett delomrade K av
R?, med limpliga hypoteser pa f och K.

8. En funktion ¢ € C?(R?) siiges ha medelvirdesegenskapen om for alla x € R?, sa &r
p(x) = T}W ffST(x) ¢ds, dir S.(x) ar en godtycklig cirkel med radie r med centrum i x
och ds ar baglangdselementet.

(a) Visa att om ¢ har medelviirdesegenskapen, och D dr en godtycklig sluten disk i

planet, si ligger maximum av ¢ pa dD.

(b) Om ¢ och ¢ bada har medelviirdesegenskapen och ¢ = v pa 9D, s dr ¢ = ) i
hela D.

Totalt 8 fragor med totalt 50 podng. Lycka till! /Dennis

Denna uppgift ger inga podng, och ar inte heller nagon ledning, men det &ar vért att
notera att liksom i det 3-dimensionella fallet dr medelvirdesegenskapen ekvivalent med

2 2
Ap =55+ 58=0.
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Losningar

la. Tangentplanet for en nivayta f = ¢ i punkten (a,b,c) ges av Vf(a,b,c) e (x —a,y —
b,z —c) = 0. I detta fallet & Vf(1,1,1) = (22,0, =22)|(3.4,2)=1,1,1) = (2,0, —2) sa vi far
ekvationen (2,0,—2)e (z — 1,y — 1,z —1) =0 eller z — z = 0.
1b. Taylorpolynomet av grad 2 i en punkt (a,b) kan skrivas som, dér vi satt h =z —a, k =
y—b,

1
P(h,k) = g(a,b) + gz (a,b)h + g,(a,b)k + 5[gm(a, b)h? + 294y (a, b)hk + gy, (a, b)K?).

Det réacker fran foregaende uppgift att rdakna ut 2:a-derivatorna i (1,1). Det gors latt, och
vi finner att

P(h,k) = —h — h?® — hk.

lc. Vi vill maximera funktionen /22 + 32 + 22, med bivillkoret 22 — 22 = 1. Detta kan
likvil goras for funktionen x? + y? + z2. Detta kan goras med insittning 22 = 22 — 1 i
funktionen vi ar intresserade av, men ocksa med hjilp av Lagranges metod som &r det som
efterfragas. Jag gor beviset med hjélp av Lagrange. Detta innebér att vi soker efter kritiska
punkter till L(x,y,2,\) = 22 + y? + 22 + A(2? — 22 — 1). Den ger oss direkt tre ekvationer

2r = Az
2y = 0
2z = —=A2z

2?—224+41 = 0

Vi ser att A # 0, eftersom da skulle z = z = 0 och da skulle sista ekvationen inte vara
uppfylld. Fran forsta och tredje ekvationen far vi alltsd att A = 1 och x = 0, eller A = —1
och z = 0. Det andra alternativet med z = 0 uppfyller inte den sista ekvationen eftersom
22 4+ 1 aldrig kan vara noll. Alltsa dr & = 0 och vi far fran sista ekvationen att z = +1.
Slutsatsen #r att funktionen 22 4+ y? + 22 &r minimal for y = x = 0, z = +1, och vi far alltsa
a=1.

1d. Det &r svart att 16sa ut x ur den implicit definierande ekvationen. Istéllet anvinder
vi att om g,(1,1) # 0, sd séger implicita funktionssatsen att ett sadant h finns. Men
gx = y — 2xy + 3(z — 1)?, som ir —1 for (z,y) = (1,1). Vi vet ocksa att hy, = —g,/gs.
Om man inte kommer ihag detta, kan det hérledas fran formlerna g(h(y),y) = 0, och
0 =dg/dy = gzhy + gy, dér den senare foljer fran kedjeregeln. Eftersom g,(1,1) = 0 far vi
att h/(1) = 0.

2. Detta gors enklast med Greens sats, som séger att for ett vektorfalt F &ver det inre till
T, lat oss kalla det D, sa galler

/TFodr://D (gg—?;)dxdy.
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I vart fall far vi % — %—5 =2x+ 1. Omradet D kan parametriserasmed 0 <z < 1,0 <y <

2 — 2x, sa var integral blir
1 p2-2z 1
// 2x+1dydx—/ —42% 4 20+ 2dr =4/3+1—-2=75/3.
0o Jo 0

3. Detta kan léttast (endast?) rédknas ut med Gauss divergenssats, som siger att

///KdiVFdV://BKF.NdS

dar IN ar en utatriktad enhetsnormal. Vi far byta tecken eftersom vi vill ha flodet innat. I

det hér fallet #r divergensen enkel, den ges av —x? — y? — 22. Trippelintegralen riknas nu

enklast ut med sfariska koordinater,
x = Rcosfsin¢,y = Rsinfsin ¢, z = Rcos ¢, dV = R?sin ¢pdRdpd6.

Det aterstar att bestdmma integrationsgranserna. Det &r klart att 0 < R < 2,0 < 0 < 27. Vi
bestimmer ¢ genom att hitta vinkeln ¢ pa konen. Den uppfyller tan ¢ = \/22 4+ 42/z = /3
vilket medfor ¢ = 7/3. Vi kan nu riakna ut far integral, med negativt tecken péa grund av

orientering,
2 27 /3
— / / / divFdV = / / / R*sin ¢pd¢pdOdR.
K o Jo Jo

2 r2r pm/3
/ / / R*sin ¢d¢dfdR = 2° /5% 21+ [~ cos(m/3) +cos(0)] = 2%/5m(1—1/2) = 327 /5.
o Jo Jo

/12 /49 yf(u,v)jgzzzg dudv

ar funktionaldeterminanten for (u,v) — (z,y). Om det ar krangligt att losa

Vi far direkt

4. Integralen ges av

a d(x7y)
dar Awv)
ut z och y och rikna med dessa (z = u'/3v~1/3 y = 4!'/32/3) kan man ocksa anvinda
relationen 2(2’53 jgj;g = 1, sa det ricker att rikna ut funktionaldeterminanten for det

inversa variabelbytet. Vi far att

Ou  Ou 2
woo )= (S o)
o o —yfa® 1fx

vars determinant ges av 3y och vars absolutbelopp ges av 3||y|| = 3y eftersom y > 0. Vi far

alltsa att ggﬁgg = 1/3y, sa att integralen blir

/12 /49 yf(u,v)/3ydudv = /12 Ag F(u, v)/3dudv.
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ba + b. Det dr lampligt att rdkna ut alla partiella derivator av G = (G, G2, G3). Man
kan ocksa direkt se att U = 1/4/22 4+ y? + 22 ger en potential till G och alltsd ar curl G =
curl VU = 0 enligt standardidentitet, och det ger ocksa att G ar konservativt. Om man
rdknat ut och visat curl G = 0 kan man istédllet argumentera for att G ar virvelfritt pa
ett enkelt sammanhéngande omrade for att garantera att det dr konservativt, dvs. har en
potential.

For att visa att G ar kallfritt, dvs. % + % % = 0 riknar vi ut —9(x/(z% +y* +
22)3/2) /@z, de andra riknas ut pa analogt sétt. Det ges av

(22 + 12 + 22)3/2 — 302(22 + ¢ + 22)1/2
(22 +y2 + 22)3 '

Om vi summarar denna med motsvarande term beroende pa y och z far vi

3(z? + 9% 4 22)32 = 3(2® + y? + 22) (2% + y? + 22)1/? _0
($2+y2+22)3 -

5c. Lat S vara enhetssfiren som i uppgiften. Flodesintegralen [ [, G eNdS beréknas relativt
enkelt. G o N ges av —(2? +y? +2%) = —1. Alltsa &r [[, G e NdS = — Area(S) = —4m. Om
nu G hade en vektorpotential curl F' skulle enligt Stokes sats flddesintegralen i uppgiften
motsvara en arbetsintegral av F' langs randen pa S. Men det finns ingen rand (eller sa kan
man argumentera utifran att alla rimliga definitioner av rénder ger obefintliga rénder), sa
resultatet borde vara noll. Men resultatet blev —4x vilket &ar orimligt.

6. Se boken.

7. Se boken.

8a. Antag att maximum till ¢ ligger i det inre till D, sdg i punkten x. Da finns en liten disk
med radie, ség, r runt x som helt ligger i D. Om ¢ inte &r en konstant kan vi vilja r sa att
det finns en punkt a pa randen till S, (x) s& att ¢(a) < ¢(x). Eftersom ¢ ar kontinuerlig
giller detta dven i en liten omgivning till a. Eftersom for de andra punkterna a’ pa S, (x)
galler att ¢(a’) < ¢(x) far vi alltsa att

Detta motséger att ¢ har medelvardesegenskapen, om ¢ inte ar konstant i vilket fall pasta-
endet &r trivialt.

8b. Om bade ¢ och v har medelviardesegenskapen &r det klart att ¢ — ¥ och ¢ — ¢ har
medelvardesegenskapen. De har alltsa bada sina maximum pa randen till D. Men enligt
hypotes ar de lika pa randen, fran vilket det foljer att maximum for ¢ — ¥ pa D &r noll.
Men vi har ocksa att maximum for ¢» — ¢ dr noll, men eftersom ) — ¢ = —(¢ — ) ar det
ocksd infimum fér ¢ — 9. Det foljer att ¢ — 1 méaste vara konstant, och konstant lika med
0,1 D, dvs. funktionerna &r lika.
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