Tentamen i Flervariabelanalys, MVE035
2016-08-23, kl. 14.00-18.00

Hjalpmedel: Inga, ej rdknedosa.

Telefon: anknytning 5361

Telefonvakt: Dennis Eriksson

For godkant krévs minst 20 poang.

Betyg 3: 20-29 poang, betyg 4: 30-39 poéng, betyg 5: 40 podng eller mera. Bonuspoing fran
2016 ingar.

Losningar kommer pa kursens hemsida. Talen i parentes bredvid uppgifterna och del-
uppgifterna anger antalet poéng de ger.

Skriv program och inskrivningsar pa omslaget, skriv personliga koden pa samtliga in-

lamnade papper.
Examinator: Dennis Eriksson, Matematiska Vetenskaper, Chalmers Tekniska Hégskola

1. T deluppgifterna nedan, lat f(x,y) = x + 4y — x%
(
(

)
(c¢) Finn och klassificera kritiska (boken: stationdra) punkter till f.
)

a) Bestam tangentlinjen till nivakurvan 3 = f(z,y) i punkten (1,1).
b) Bestdm Taylorutvecklingen av f upp till grad 2 i punkten (1,1).

(d) Avgor om funktionen har global max eller min i omradet z,y > 0. Motivera!

2. Beriikna arean av ytan S = {(z,y, 2)|z? +3?> — 22 = 0,22 +y*> < 1,2 > 0}.

3. Betrakta vektorfiltet B(z,y, z) = (ﬁ, x;’TIyQ, 0) definierat utanfor x = y = 0, och
dar a,b € R ar konstanter.
(a) Bestam relationen mellan konstanterna a och b sa att B blir rotationsfritt.

(b) Med B rotationsfritt som ovan, bestdm a och b precist si att arbetsintegralen ldngs
enhetscirkeln, orienterad moturs, i planet z = 0 blir 2.

(¢) Har B en potential? Motivera!

4. Betrakta vektorfiltet F(x,y) = (—ysin(z?),y?). Berikna, med hjilp av Greens sats,
arbetet som F utfor langs randen C, positivt orienterad, till omradet D som begrénsas
avze=./y,r=1y=0o0chy=1.

5. Lat K vara omradet som begrinsas av 1 < 22 + 92 + 22 < 4,v/22 + 42 < 2.

(a) Berikna volymen for den del av K som ligger i forsta oktanten.



(b) Berédkna flodet ut ur randen Y av K av vektorfiltet som ges av
F(r.y,2) = (24" +sin(zr), e V).

6. Formulera och bevisa satsen om att kurvintegralen av ett konservativt falt &r en po-
tentialdifferens.

7. I denna uppgift dr f : R? = R en funktion.
(a) Definiera vad det innebér att f dr differentierbar respektive C1.

(b) Visa att om f ar C' sa #r f differentierbar.

8. Lat I = [;° sin@) 7o Den konvergerar.

x

(a) Visa att om y > 0 s& kan funktionen I(y) = [;° Sinﬂjﬂe_yrdm "deriveras under
integraltecknet".

(b) Rikna ut I'(y) och anvind detta for att bestimma I = I(0).

Totalt 8 fragor med totalt 50 poéng. Lycka till! /Dennis

Page 2



Tentamen i Flervariabelanalys, MVE035
2016-08-23, kl. 14.00-18.00

Hjalpmedel: Inga, ej rdknedosa.

Telefon: anknytning 5361

Telefonvakt: Dennis Eriksson

For godkant krévs minst 20 poang.

Betyg 3: 20-29 poing, betyg 4: 30-39 poéng, betyg 5: 40 poéng eller mera. Bonuspoing fran
2016 ingar.

Losningar kommer pa kursens hemsida. Talen i parentes bredvid uppgifterna och del-
uppgifterna anger antalet poéng de ger.

Skriv program och inskrivningsar pa omslaget, skriv personliga koden pa samtliga in-

lamnade papper.
Examinator: Dennis Eriksson, Matematiska Vetenskaper, Chalmers Tekniska Hégskola

1. T deluppgifterna nedan, lat f(x,y) =« + 4y — xly
(
(

)
(c¢) Finn och klassificera kritiska (boken: stationdra) punkter till f.
)

a) Bestam tangentlinjen till nivakurvan 3 = f(z,y) i punkten (1,1).
b) Bestdm Taylorutvecklingen av f upp till grad 2 i punkten (1,1).

(d) Avgor om funktionen har global max eller min i omradet z,y > 0. Motivera!

2. Beriikna arean av ytan S = {(z,y, 2)|z? +3?> — 22 = 0,22 +y*> < 1,2 > 0}.

3. Betrakta vektorfiltet B(z,y, z) = (ﬁ, beTIyQ, 0) definierat utanfor x = y = 0, och
dar a,b € R ar konstanter.
(a) Bestam relationen mellan konstanterna a och b sa att B blir rotationsfritt.

(b) Med B rotationsfritt som ovan, bestdm a och b precist si att arbetsintegralen ldngs
enhetscirkeln, orienterad moturs, i planet z = 0 blir 27.

(c) Har B en potential? Motivera!

4. Betrakta vektorfiltet F(x,y) = (—ysin(z?),y?). Berikna, med hjilp av Greens sats,
arbetet som F utfor langs randen C, positivt orienterad, till omradet D som begrénsas
ave=./y,r=1y=0o0chy=1.

5. Lat K vara omradet som begrinsas av 1 < 22 + 92 + 22 < 4,v/22 + 42 < 2.

(a) Berékna volymen for den del av K som ligger i forsta oktanten.



(b) Berédkna flédet ut ur randen Y av K av vektorfiltet som ges av
F(.y,2) = (24" +sin(zr), e V).

6. Formulera och bevisa satsen om att kurvintegralen av ett konservativt falt &r en po-
tentialdifferens.

7. I denna uppgift dr f : R? = R en funktion.
(a) Definiera vad det innebér att f dr differentierbar respektive C1.

(b) Visa att om f ar C' sa #r f differentierbar.

8. Lat I = [;° sin@) 7. Den konvergerar.

x

(a) Visa att om y > 0 si kan funktionen I(y) = [;° Sin@) o~z gy "deriveras under

0 T
integraltecknet".

(b) Réikna ut I'(y) och anvind detta for att bestdmma I = I(0).

Totalt 8 fragor med totalt 50 poéng. Lycka till! /Dennis

Page 2



Losning la: Eftersom det kommer behovas i de andra deluppgifterna rdknar vi ut
de gartiella deri;/atorna till f. De ges av f, = 1+ mTQy,fy =4+ %y% - —%’flﬂy =
—wy Jw = oy
Tangentlinjens ekvationi(1,1) gesav 0 = f;(1,1)(x—1)+f,(1,1)(y—1). Eftersom f,(1,1) =
3, fy(1,1) = 6 far vi ekvationen z 4+ 2y — 3 = 0.

Lo6sning 1b: Taylorutvecklingen av f i (a,b) upp till grad 2 ges av

1
P(h,k) = f(a,b) + fu(a,b)h + f,(a,b)k + §[fg,,,gc(a, b)h? + 2y (a, b)hk + fyy(a, b)E?].
Har har vi satt h = x — a, k = y — b. Direkt inséttning ger oss i detta fallet
P(h,k) = 3+ 3h + 6k — 2h* — 2hk — 2k>.

Lo6sning 1c: De kritiska punkterna ges av ekvationerna f, = f, = 0, vilket resulterar i
ekvationssystemet x2y = —2,22y? = —1. Genom att 16sa ut y = —2/x2 far man snabbt 23 =
—8, dvs. = —2, och séledes dr y = —1/2. Vi studerar dess karaktdr via den kvadratiska
formen fyy(a,b)h? + 2f.,(a,b)hk + fyy(a, b)k%. Insdttning av viirden ger i punkten (a,b) =
(—2,-1/2) formen

—h? — 4hk — 16k* = —(h + 2k)? — 12>

Den ar alltsa negativt definit, och punkten &r siledes ett stringt lokalt maximum.
Lo6sning 1d: Da x,y — 0 sa blir termen —2/zy godtyckligt negativt. Alltsa kan inte globalt
minimum finnas. A andra sidan, da z,y vixer for positiva 2 och y gar termen —2 /xy mot
noll, men z + 4y blir godtyckligt stor. Alltsa ﬁznns2 inte globalt maximum.

7ty

Losning 2: Ytan ges av z = f(r,y) = 5%, och har alltsa ytarea-elementet dS =

\/ 24 f2 + 1dedy = \/1 + 22 + y?dxdy. Ytan parametriseras littast med polédra koordi-
nater x = rcosf,y = rsinf,dedy = rdrdd,0 < r < 1,—7w/2 < § < 7/2. Det ger oss

integralen
/2 1 1
//dS:/ / \/1+r27"drd9:7r/ V' 1+ r2rdr.
S 0 0

—7/2

Integralen riknas ut via variabelbytet u = 1 + 72, du = 2rdr, vilket ger

1 2 2 3/2 _
/ V1+rirdr = 1/ ul2du = 1 [u?’/ﬂ = @r-1) 1).
0 2 1 3

1 3

Vi far alltsa att arean av ytan ges av %(23/2 —1).

Losning 3a: Rotationen av vektorfaltet ges i det hér fallet av <O, 0, %x;fyg — (%x;_gQ)
. b(y?—z? _ 2_g2 . .
Man riknar snabbt ut E)%ﬂlfy? = (S; +y§)§,—a@w2igz = ‘é‘g +y§)2). For att rotationen ska

vara noll maste saledes
b(y*> —2*)  a(y® —a?)

(22 +y2)? (22 +92)?
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Vi far alltsa relationen a = b.

Losning 3b: Enhetscirkeln C' i planet z = 0 kan parametriseras som z = cosf,y =
sinf,z = 0,0 < 6 < 27. Vi far dr = (dz,dy) = (—sin6, cos 0)df. Eftersom a = b sa far vi
JoFedr= fOZﬂ (asin®f + acos? §) df = 2ma. Alltsa méste a = b = 1.

Losning 3c: Nej. Om B = V¢ for en funktion ¢ sa ar alla arbetsintegraler vigoberoende.
Det innebér & andra sidan att véagintegralen langs alla slutna kurvor nodvéndigtvis ar noll,
men i exemplet ovan med a = b = 1 s& far vi svaret 27.

Losning 4: Greens sats sdger att

/CFodr://D(Qm—Py)dA.

I detta fallet far vi alltsa att arbetsintegralen ges av

//D sin(z3)dzdy.

Beroende pé ordningen, far vi alltsa att integralen ges av en av féljande tva integraler

1,1 1 pa?
/ / sin(23)dxdy = / / sin(z3)dydz.
0o Jyvy 0o Jo

2
Den forsta integralen ser svar att rdkna ut, s& vi forsoker med den andra. Vi far fol fox sin(z®)dydz =
fol 22 sin(23)dz. Denna riknas ut genom att sitta u = 2, du = 3x?dz, vilket ger % fol sin(u)du =
1—cos(1)
—.
Losning 5a: Omradet K parametriseras lattast med poléara koordinater: x = Rcosfsin ¢,y =
Rsing,z=Rcosp,1 < R<20<60<27m,0<¢<n/4,dV = RZsin ¢dRdpdl. Integralen
blir saledes

///KdV:/OQW/OW/4/IZR2Sin¢de¢d0:7/3*<\/f[21>*27727/3*\/5*(2_\/5).

Volymen av omradet som ligger i forsta oktanten ar en fjardedel av detta, vilket ger volymen
7/3%v2% (2 —+/2)/4.

Losning 5b: Det lattaste angreppsséittet borde vara att anvidnda Gauss divergenssats, som
sager att flodet ut ur Y ges av [[ [, div FdV. Divergensen ges av divF = % + %—IZQ + 861“;3 =
3(2? + y?) = 3R?sin? ¢. Med samma parametrisering som ovan, far vi alltsa att flodet ut
ur omradet ges av

/4 2 cos®(¢) /4 4/2 -5
3 R*sin® pdRdpdd = 3 31/5 % | — + " x2r=31—x.
/0 /0 /1 sin” ¢ 10) x 31/ cos ¢ 3 . T 10v3

Lo6sning 6: Se boken
Lésning 7: Se boken
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Losning 8a: Eftersom | sin(z)|| < ||| far vi uppskattningen H%e’wﬂ < e ¥ vilket
innebéar att relevanta uppskattningar ar uppfyllda for att fa derivera under integraltecknet.
Losning 8b: For y > 0 deriverar vi med avseende pa y, och far

o o3 o0 3 o
I'(y) d / Sm(m)efyxdx = 2weﬂwdﬁ = —/ sin(z)e ¥*dx.
0 0

- dy x o Oy =
Denna integral gar att rdkna ut via partiell integrering, och vi far I'(y) = *ﬁ' Saledes
ar I(y) = —arctany + C for en konstant C'. Om vi tar y = oo, eller godtyckligt stort, ar

I(y) = 0, eller godtyckligt litet. Eftersom arctan(y) gar mot 7/2 da y gar mot oandligheten
far vi att C = 7/2. Eftersom I(y) ar kontinuerlig for y > 0 kan vi nu sétta y = 0 och far
I(y) = —arctan(0) + /2 = /2.
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